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Rappels de calcul différentiel
Soient f : U Ă Rn

Ñ Rp une application avec U un ouvert et a P U .

Différentielle : L’application f est différentiable en a s’il existe L : Rn
Ñ Rp linéaire vérifiant pour tout

u P Rn voisin de 0 :
fpa` uq “ fpaq ` Lpuq ` }u}εpuq avec lim

}u}Ñ0
}εpuq} “ 0

où ε : U Ñ Rp. On note }u}εpuq “ opuq. Le choix des normes est indifférent puisqu’elles sont équivalentes en
dimension finie. La différentielle L est unique mais on trouve dans la littérature les diverses notations suivantes :

L “ daf “ dfa “ Dapfq “ Dfpaq “ f 1paq.

On pourra écrire dafpuq “ daf ¨ u.

Règle de dérivation des fonctions composées : Si f est différentiable en a et g : V Ă Rp
Ñ Rq est

différentiable en fpaq, alors g ˝ f est différentiable en a et

dapg ˝ fq “ dfpaqg ˝ daf : Rn
Ñ Rq .

Dérivées partielles : Si f est différentiable en a, elle admet en particulier des dérivées partielles définies
pour i P t1, . . . , nu par

Bifpaq :“
Bf

Bxi
paq :“

d

dt |t“0
fpa1, . . . , ai ` t, . . . , anq “

d

dt |t“0
fpa` teiq “ dafpeiq.

La dernière égalité résultant de la règle de dérivation des composées.

Gradient, matrice Jacobienne : Si f est une application différentiable à valeurs dans R (ici, p “ 1), on
appelle gradient de f le vecteur

∇af “ pB1fpaq, . . . , Bnfpaqq

formé des dérivées partielles. On a

dafpuq “

n
ÿ

i“1

Bifpaqui “ x∇af, uy.

L’application f “ pf1, . . . , fpq est différentiable si les fi le sont et on appelle matrice jacobienne de f la matrice
pˆ n :

Japfq “

˜

B1f1paq ¨¨¨ Bnf1paq

...
...

B1fppaq ¨¨¨ Bnfppaq

¸

“

˜ ∇af1
...

∇afp

¸

.

On a l’égalité matricielle dafpuq “ Jaf

˜

u1

...
un

¸

. La matrice Jaf est la matrice dans les bases canoniques de

l’application linéaire daf .

Application de classe Ck, difféomorphismes : Si toutes les dérivées partielles Bifj existent au voisinage
de a et sont continues en a, alors f est différentiable en a. On dit que f est de classe C1 sur U si les Bifj existent
et sont continues sur U . Cela équivaut à ce que a ÞÑ daf P LpRn,Rp

q « Rnp existe et soit continu. On dit
que f est de classe Ck si ses dérivées partielles sont de classe Ck´1. Une application f : U Ă Rn

Ñ V Ă Rp

entre ouverts est un difféomorphisme de classe Ck si f est de classe Ck et admet une réciproque f´1 : V Ñ U
de classe Ck. Nécessairement, p “ n car daf et dfpaqf

´1 sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre vu que
Id “ dapf´1 ˝ fq “ dfpaqpf´1q ˝ daf .

Théorème 0.0.0.1 (Inversion locale). Si f : U Ă Rn
Ñ Rn est de classe Ck, de différentielle daf inversible

en un point a P U , alors il existe un voisinage ouvert V Ă U de a tel que fpV q soit ouvert et que f : V Ñ fpV q

soit un Ck-difféomorphisme.
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1 Courbes, théorie locale

On travaille dans Rn muni de xx, yy “
n
ř

i“1

xiyi, de la norme }x} “
a

xx, xy et de la distance dpx, yq “ }x´y}

associés.

1.1 Courbes dans Rn, généralités
1.1.1 Arcs paramétrés, arcs géométriques

Définition 1.1.1.1 (Arc paramétré). Un arc paramétré de classe Ck avec k P Ną0 est un couple pI, fq où
I Ă R est un intervalle ouvert et f : I Ñ Rn est une application de classe Ck.

Sauf mention contraire, dans la suite, on supposera k ě 1.

Définition 1.1.1.2 (Arc géométrique). Deux arcs paramétrés pI, fq et pJ, gq de classe Ck sont Ck-équivalents
s’il existe un Ck-difféomorphisme θ : J Ñ I tel que g “ f ˝ θ. Un arc géométrique est une classe d’équivalence
d’arcs paramétrés. Le sous-ensemble fpIq “ gpJq Ă Rn est le support de l’arc géométrique

C’est une relation d’équivalence : ‚ Soit pI, fq un arc paramétré de classe Ck avec k ě 1. Il est clair que
pI, fq „ pI, fq en prenant θ “ Id qui est bien un difféomorphisme lisse, donc „ est réflexive.
‚ Soit pJ, gq un arc paramétré de classe Ck. Si pI, fq „ pJ, gq, alors il existe θ : J Ñ I un Ck-difféomorphisme tel
que g “ f ˝θ. Il est clair que θ´1 : I Ñ J est aussi un Ck-difféomorphisme et que f “ g ˝θ´1, donc pJ, gq „ pI, fq

et la relation est symétrique.
‚ Soit pK,hq un autre arc paramétré de classe Ck. Si pI, fq „ pJ, gq et pJ, gq „ pK,hq, alors il existe θ : J Ñ I
tel que g “ f ˝ θ et il existe φ : K Ñ J tel que h “ g ˝ φ “ pf ˝ θq ˝ φ “ f ˝ pθ ˝ φq et θ ˝ φ : K Ñ I est un
Ck-difféomorphisme, donc pI, fq „ pK,hq et la relation est transitive.

Le difféomorphisme θ est un reparamétrage.

Exemple 1.1.1.3. On voit que fptq “ pt, 0q sur s ´ 1, 1r et gpsq “ p2s, 0q sur s ´ 1{2, 1{2r paramètrent le même
arc géométrique (en posant θ : s ´ 1{2, 1{2r Ñ s ´ 1, 1r ; x ÞÑ 2x un difféomorphisme lisse).

Remarque 1.1.1.4. (1) L’application θ1 est continue et ne s’annule pas (puisque θ est un Ck-difféomorphisme
avec k ě 1), donc θ1 ą 0 ou θ1 ă 0 sur J . Les arcs pI, fq et pJ, gq sont positivement équivalents si θ1 ą 0. Une
classe d’arcs paramétrés positivement équivalents est un arc géométrique orienté. Un arc géométrique contient
exactement 2 arcs géométriques orientés.
Exemple : hptq “ fp´tq sur s ´ 1, 1r est équivalent à f mais pas positivement.
(2) L’arc géométrique détermine le support mais la réciproque est fausse.
Exemple : Pour k P N et k ě 3, soit t P s0, kπr tel que fkptq “ pcosptq, sinptqq et Ak l’arc géométrique classe
de ps0, kπr, fkq. Le support des Ak est fkps0, kπrq “ S1 “ tz P C; |z| “ 1u mais Ak ‰ Aℓ si k ‰ ℓ puisque de
longueurs kπ ‰ ℓπ, or la longueur est invariante par reparamétrage (cf. remarque 1.1.3.2 (2)).
Autre argument : le cardinal de la pré-image d’un point #pf´1ppqq “ #ptt P I; fptq “ puq P NY ` 8 est
invariant par reparamétrage i.e. #pf´1ppqq “ #pg´1ppqq si f et g sont équivalents.

Définition 1.1.1.5 (Point d’un arc géométrique). Un point d’un arc géométrique A est une classe d’équi-
valence de triplets pI, f, tq, où pI, fq paramètre A et t P I. La relation d’équivalence est : pI, f, tq „ pJ, g, sq s’il
existe un reparamétrage θ : J Ñ I tel que g “ f ˝ θ et t “ θpsq. L’élément commun fptq “ gpsq P Rn est l’image
du point.

La notation pI, f, tq étant un peu lourde, on pourra dire simplement soit p “ fptq un point de A, en pensant
à p comme la classe de pI, f, tq. Sur le dessin ci-dessous, p1 “ fpt1q et p1 “ gps1q sont égaux mais différent de
p2 “ fpt2q. Néanmoins, tous ont pour image P . La distinction des points est utile car la tangente (voir section
d’après) en p1 n’est pas celle en p2.
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1.1.2 Points réguliers, tangente, plan osculateur

Soit A un arc géométrique paramétré par pI, fq.

Définition 1.1.2.1 (Point régulier, tangente). Un point p “ fptq de A est régulier si f 1ptq ‰ 0. La droite
affine fptq ` R f 1ptq est alors la tangente à A en p. L’arc géométrique A est régulier si tous ses points le sont.

La définition est licite i.e. la condition f 1ptq ‰ 0 et la tangente sont invariantes par reparamétrage. En effet,
soit pJ, gq un paramétrage de A tel que g “ f ˝ θ et t “ θpsq, alors

g1psq “ pf ˝ θq1psq “ f 1pθpsqqθ1psq “ f 1ptqθ1psq

et puisque θ1 ‰ 0, on a g1psq ‰ 0 ô f 1ptq ‰ 0. De plus, R g1psq “ R f 1ptq, donc gpsq ` R g1psq “ fptq ` R f 1ptq.

Exemple 1.1.2.2. Soit A dans R2 un arc géométrique paramétré par t P s ´ 1, 1r tel que fptq “ pt, 0q et B
paramétré par t P s ´ 1, 1r tel que gptq “ pt3, 0q. Ces arcs géométriques ont même support mais sont différents :
A est régulier car f 1ptq “ p1, 0q ‰ 0 et B n’est pas régulier en p “ hp0q car h1p0q “ 0.

Définition 1.1.2.3 (Point birégulier, plan osculateur). Soit A un arc géométrique régulier paramétré
par pI, fq et soit p “ fptq un point de A.
(i) Le point p est birégulier si f 1ptq et f2ptq sont linéairements indépendants, sinon p est un point d’inflexion.
(ii) Si p est birégulier, le plan vectoriel Vectpf 1ptq, f2ptqq est le plan osculateur à A au point p et le plan affine
fptq ` Vectpf 1ptq, f2ptqq est le plan osculateur affine.
(iii) L’arc géométrique A est birégulier si tous ses points le sont.

La définition est licite, i.e. ne dépend pas du paramétrage. En effet, soit pJ, gq un autre paramétrage de A
et θ : J Ñ I le reparamétrage. En dérivant g “ f ˝ θ, on trouve

´

g1

g2

¯

“

´

f 1
pθqθ1

f2
pθqθ12

`f 1
pθqθ2

¯

“

´

θ1 0
θ2 θ12

¯ ´

f 1
pθq

f2
pθq

¯

. (1.1)

La matrice est inversible car θ1psq ‰ 0, donc Vectpg1psq, g2psqq “ Vectpf 1ptq, f2ptqq en gpsq “ fptq où t “ θpsq.

Exemple 1.1.2.4. Sur R, soit fptq “ pcosptq, sinptq, 1q dans R3. On a f 1ptq “ p´ sinptq, cosptq, 0q et f2ptq “

p´ cosptq,´ sinptq, 0q. Ils sont non nuls et orthogonaux (xf 1, f2y “ 0) donc indépendants. Le plan osculateur est
R2

ˆt0u et le plan osculateur affine est R2
ˆt1u.

Dans cet exemple, la courbe est contenue dans un plan affine, ce qui implique la constance du plan osculateur.
La réciproque est vraie.
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Lemme 1.1.2.5 (Arc planaire ô plan osculateur constant). Si A est un arc géométrique de Rn dont
le plan osculateur est constant égal à un plan V Ă Rn, alors A est contenu dans un plan affine parallèle à V .

Démonstration. Soit ϕ : Rn
Ñ Rn´2 une application linéaire de noyau V , par exemple : ϕpx1v1 ` ¨ ¨ ¨ `xnvnq “

px1, . . . , xn´2q où tv1, . . . , vnu est une base de Rn telle que V “ Vecttvn´1, vnu. Soit pI, fq un paramétrage de
A. Puisque ϕ est linéaire, sa différentielle daϕ en a P Rn est constante égale à ϕ. Par conséquent, pϕpfptqqq1 “

dfptqϕ ¨ f 1ptq “ ϕpf 1ptqq “ 0 puisque f 1ptq P V “ Kerpϕq. Ainsi, t ÞÑ ϕpfptqq est constante. Fixons t0 P I. Pour
tout t P I, on a alors 0 “ ϕpfptqq ´ ϕpfpt0qq “ ϕpfptq ´ fpt0qq, donc fptq ´ fpt0q P V , d’où fptq P fpt0q ` V .

1.1.3 Longueur

Définition 1.1.3.1 (Longueur). Soit f : I Ñ Rn continue et soit ra, bs Ă I. Étant donnée σ “ ta “ t0 ă t1 ă

¨ ¨ ¨ ă tN “ bu une subdivision de ra, bs, on définit

ℓσpfq “

N´1
ÿ

i“0

dpfptiq, fpti`1qq “

N´1
ÿ

i“0

}fptiq ´ fpti`1q}.

On dit que f est rectifiable sur ra, bs si

ℓpf|ra,bsq :“ sup
σ
ℓσpfq ă `8.

L’arc paramétré pI, fq est rectifiable si f est rectifiable sur tout ra, bs Ă I et sa longueur est alors

ℓpfq :“ sup
ra,bsĂI

ℓpf|ra,bsq P r0,`8s.

Un arc géométrique A paramétré par pI, fq est rectifiable si f l’est et sa longueur est ℓpAq :“ ℓpfq.

Remarque 1.1.3.2. (1) La quantité sup
σ
ℓσpfq peut être infinie pour f continue. Un exemple est la courbe de

Koch pour laquelle elle est infinie pour tout ra, bs Ă I avec a ă b (voir l’exercice 16 de la feuille 1).

(2) La longueur est invariante par reparamétrage continu. En effet, l’image réciproque d’une subdivision σ par un
homéomorphisme croissant θ est encore une subdivision, donc ℓσpfq “ ℓθ´1pσqpf ˝ θq. Si on inverse l’orientation
de f en considérant hptq :“ fpa ` b ´ tq, on a ℓσ1 phq “ ℓσpfq en posant σ1 “ ta “ t10 ă t11 ă ¨ ¨ ¨ ă t1N “ bu où
t1i “ a` b´ tN´i (on peut vérifier l’égalité en exercice). La longueur de A est donc bien définie.
(3) Le segment t P r0, 1s ÞÑ cptq “ p` tpq´ pq est de longueur dpp, qq et est le plus court chemin entre p et q. En
effet, l’inégalité triangulaire montre que dpp, qq ď ℓpf|ra,bsq pour toute fonction f joignant p “ fpaq à q “ fpbq
et on calcule que ℓσpcq “ dpp, qq pour toute subdivision, d’où ℓpcq “ dpp, qq (exercice).
(4) La longueur dépend de l’arc géométrique et pas seulement du support : une courbe parcourue en Aller-Retour
a une longueur double de la courbe Aller.
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Exercice 1.1.3.3. Soit fptq “ pt, t sinp1{tqq défini sur s0, 1r. Montrer que ℓpfq “ `8 (Indication :
8
ř

k“1

1
k “ `8).

Théorème 1.1.3.4 (Les arcs C1 sont rectifiables). Si A est un arc géométrique C1, paramétré par pI, fq,
alors f est rectifiable et pour tout ra, bs Ă I,

ℓpf|ra,bsq “

ż b

a

}f 1ptq}dt. (1.2)

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1.3.5. On a
›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt

›

›

›

›

ď

ż b

a

}f 1ptq}dt. (1.3)

Démonstration. Par définition de l’intégrale de Riemann, pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que pour toute
subdivision σ “ ta “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ bu de ra, bs de pas ti`1 ´ ti ă δ, on a

›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt´

N´1
ÿ

i“0

f 1ptiqpti`1 ´ tiq

›

›

›

›

ď ε (1.4)

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

}f 1ptq}dt´

N´1
ÿ

i“0

}f 1ptiq}pti`1 ´ tiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε. (1.5)

En utilisant l’inégalité triangulaire on a

›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt

›

›

›

›

“

›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt´

N´1
ÿ

i“0

f 1ptiqpti`1 ´ tiq `

N´1
ÿ

i“0

f 1ptiqpti`1 ´ tiq

›

›

›

›

ď

›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt´

N´1
ÿ

i“0

f 1ptiqpti`1 ´ tiq

›

›

›

›

`

N´1
ÿ

i“0

}f 1ptiq}pti`1 ´ tiq

ď ε`

ż b

a

}f 1ptq}dt` ε

avec (1.4) et (1.5), d’où (1.3) en faisant tendre ε vers 0.

Démonstration du théorème 1.1.3.4. La quantité de droite de (1.2) est finie par continuité de }f 1} et compacité
de ra, bs. Montrons d’abord l’inégalité ℓpf|ra,bsq ď

şb

a
}f 1ptq}dt qui prouvera la rectifiabilité de f sur ra, bs. Soit

σ “ ta “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ bu une subdivision de ra, bs. Pour chaque i P t0, . . . , N ´ 1u,

dpfptiq, fpti`1qq “ }fpti`1q ´ fptiq} “

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptqdt

›

›

›

›

ď

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt

d’après le lemme 1.1.3.5. En sommant de 0 à N ´ 1,

ℓσpfq “

N´1
ÿ

i“0

dpfptiq, fpti`1qq ď

ż b

a

}f 1ptq}dt

donne l’inégalité voulue en prenant le sup sur les subdivisions σ de ra, bs. L’inégalité réciproque est plus délicate.
Il suffit de montrer que pour tout ε ą 0,

ℓpf|ra,bsq ě

ż b

a

}f 1ptq}dt´ 2εpb´ aq. (1.6)

Observons que si f 1ptq est constante sur rti, ti`1s, alors on a

dpfptiq, fpti`1qq “

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptqdt

›

›

›

›

“

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptiqdt

›

›

›

›

“ }f 1ptiqpti`1 ´ tiq}

“ }f 1ptiq}pti`1 ´ tiq “

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt.
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On se rapproche de cette situation en découpant ra, bs en petits intervalles sur lesquels f 1ptq est presque constante.
Fixons ε ą 0. Puisque f 1 est continue, elle est uniformément continue sur le compact ra, bs par le théorème de
Heine. Il existe donc δ ą 0 tel que

`

@s, t P ra, bs
˘

|t´ s| ă δ ñ }f 1ptq ´ f 1psq} ă ε.

On prend une subdivision σ de ra, bs telle que ti`1 ´ ti ă δ. On a
›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptqdt

›

›

›

›

“

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptiqdt`

ż ti`1

ti

f 1ptq ´ f 1ptiqdt

›

›

›

›

(en écrivant X “ Y `X ´ Y )

ě

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptiqdt

›

›

›

›

´

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptq ´ f 1ptiqdt

›

›

›

›

(avec }X ` Y } ě }X} ´ }Y })

ě

ż ti`1

ti

}f 1ptiq}dt´

ż ti`1

ti

}f 1ptq ´ f 1ptiq}dt (avec le lemme 1.1.3.5)

ě

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt`

ż ti`1

ti

}f 1ptiq} ´ }f 1ptq}dt´

ż ti`1

ti

}f 1ptq ´ f 1ptiq}dt

(encore avec X “ Y `X ´ Y dans l’intégrale de gauche)

ě

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt´ 2

ż ti`1

ti

}f 1ptiq ´ f 1ptq}dt (avec }X} ´ }Y } ě ´}X ´ Y })

ě

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt´ 2εpti`1 ´ tiq

par choix de δ et de σ. Ainsi,

}fpti`1q ´ fptiq} “

›

›

›

›

ż ti`1

ti

f 1ptqdt

›

›

›

›

ě

ż ti`1

ti

}f 1ptq}dt´ 2εpti`1 ´ tiq

et on obtient l’inégalité ℓσpfq ě
şb

a
}fptq}dt´ 2εpb´ aq en sommant sur i, d’où (1.6).

Tout arc géométrique régulier admet un paramétrage privilégié, celui à vitesse constante 1, pour lequel
beaucoup de quantités géométriques auront des expressions plus simples :

Proposition-Définition 1.1.3.6 (Paramétrage par longueur d’arc). Soit A Ă Rn un arc géométrique
régulier C1. Il existe un paramétrage pJ, gq de A, dit paramétrage par longueur d’arc, tel que

p@s P Jq }g1psq} “ 1

ou de manière équivalente,
p@ra, bs Ă Jq ℓpg|ra,bsq “ b´ a.

Démonstration. Soit pI, fq une paramétrisation de A. Soit a P I, posons s : I Ñ R tel que

sptq “

ż t

a

}f 1puq}du.

L’application s est alors de classe C1 et s1ptq “ }f 1ptq} ą 0 pour tout t P I. Par le théorème de la bijection 1,
cela implique que s est un difféomorphisme. On définit J “ spIq et θ : J Ñ I comme la réciproque de s, alors
g “ f ˝ θ vérifie avec t “ θpuq,

}g1puq} “ }f 1pθpuqqθ1puq} “

›

›

›

›

f 1ptq
1

s1ptq

›

›

›

›

“
}f 1ptq}

}f 1ptq}
“ 1

en utilisant la règle de dérivation de la fonction réciproque.

Remarque 1.1.3.7. (1) Si f et g sont deux paramétrages par longueur d’arc tel que g “ f ˝θ, alors θptq “ ˘t`C,
car 1 “ }g1} “ }f 1pθqθ1} “ }f 1pθq} ¨ |θ1| “ 1 ¨ |θ1| donc |θ1| “ 1 et en intégrant en t on a notre résultat.
(2) Si }g1} “ 1 sur J , alors g1 est orthogonal à g2. En dérivant l’égalité xg1psq, g1psqy “ 1, on obtient xg2psq, g1psqy`

xg1psq, g2psqy “ 2xg1psq, g2psqy “ 0. On a donc :

1. Si s est continue et strictement monotone sur I, alors s établit une bijection de l’intervalle I sur spIq “ J . En particulier, la
fonction réciproque s´1 : J Ñ I est continue, strictement monotone sur J et elle a le même sens de variation que s.
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A est birégulier en gpsq ô g1psq, g2psq ‰ 0.

Exercice 1.1.3.8 (Cercle de rayon R). Soit P P Rn et V Ă Rn un plan affine contenant P . Soit tu⃗, v⃗u une
base orthonormée du plan vectoriel ÝÑ

V . Montrer que

gpsq “ P `R cos

ˆ

s

R

˙

u⃗`R sin

ˆ

s

R

˙

v⃗

est un paramétrage par longueur d’arc du cercle de rayon R de centre P contenu dans V .

1.1.4 Courbure

Définition 1.1.4.1 (Courbure). Soit A Ă Rn un arc géométrique régulier, pJ, gq un paramétrage de A par
longueur d’arc et p “ gpsq un point de A. On appelle courbure de A en p le réel

KAppq “ }g2psq}.

S’il n’y a pas d’ambiguïté, on notera simplement KAppq “ Kppq. La définition est licite. En effet, soit pI, fq

un autre paramétrage de A par longueur d’arc tel que g “ f ˝ θ. La formule (1.1) valable pour g “ f ˝ θ
quelconques donne avec t “ θpsq :

g2psq “ f2ptqθ1psq2 ` f 1ptqθ2psq. (1.7)

Cependant, θ1 “ ˘1, donc θ12 “ 1 et θ2 “ 0, d’où g2psq “ f2ptq.

Exemple 1.1.4.2. Pour un cercle de rayon R, la courbure est 1{R.

Le paramétrage par longueur d’arc peut-être délicat à calculer, donc il est utile d’avoir une formule de la
courbure pour un paramétrage quelconque. Soit pI, fq un tel paramétrage, pJ, gq un paramétrage par longueur
d’arc tel que g “ f ˝ θ. Il suffit d’exprimer θ1psq et θ2psq en fonction de t dans la formule (1.7). On a donc

1 “ }g1psq} “ }f 1ptqθ1psq} “ }f 1ptq} ¨ |θ1psq|

d’où
θ1psq2 “

1

}f 1ptq}2
“

1

xf 1ptq, f 1ptqy
.

En dérivant on obtient
2θ1θ2 “ ´2

xf 1ptq, f2ptqθ1y

xf 1ptq, f 1ptqy2

d’où
θ2 “ ´

xf 1ptq, f2ptqy

xf 1ptq, f 1ptqy2
.

En posant, τ “
f 1

ptq
}f 1ptq}

on obtient au point p “ gpsq “ fptq :

g2psq “
f2

}f 1}2
´

B

f2

}f 1}2
, τ

F

τ. (1.8)
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On commente la formule (1.8) : elle dit que g2psq est le projeté orthogonal de f2

}f 1}2
sur τK. En appliquant le

théorème de Pythagore, on en déduit :

Kppq2 “ }g2psq}2 “

ˆ

}f2ptq}

}f 1ptq}2

˙2

´

ˆ

xf2ptq, f 1ptqy

}f 1ptq}3

˙2

.

Interprétation cinématique : On peut reformuler (1.8) comme suit. Supposons la courbure non nulle et
posons ν “

g2
psq

}g2psq}
Kτ , alors

f2ptq “ xf2, τyτ ` }f 1ptq}2Kppqν. (1.9)

On voit que l’accélération f2ptq a une composante tangentielle i.e. xf2, τyτ et une composante centrifuge i.e.
}f 1ptq}2Kppqν. Imaginons qu’en voiture, nous accélérions dans un virage. La force ressentie est pour partie
dirigée vers notre siège (due à la pression sur l’accélérateur) et pour partie vers l’extérieur du virage (composante
centrifuge). La courbure n’intervient que dans cette dernière, c’est l’accélération centrifuge divisée par le carré
de la vitesse.

1.1.5 Cercle osculateur

Soit A un arc géométrique régulier paramétré par longueur d’arc par pJ, gq et soit p “ gpsq P A tel que
Kppq ‰ 0. On note τ “ g1psq et ν “

g2
psq

}g2psq}
. On rappelle que le plan osculateur affine à A en p “ gpsq est

gpsq ` Vectpg1, g2q.

Définition 1.1.5.1 (Cercle osculateur). Le cercle osculateur à A en p est le cercle, contenu dans le plan
osculateur affine, de centre gpsq ` 1

Kppq
ν et de rayon 1

Kppq
.

C’est le cercle du plan osculateur affine qui a même tangente et courbure que A en p. Il est situé du même
côté de la tangente de l’arc. Il approxime l’arc à l’ordre 2, dans le sens suivant.

Proposition 1.1.5.2 (Approximation par le cercle osculateur). Soit p rK,hq un paramétrage par longueur
d’arc du cercle osculateur à A en p. On peut supposer que hp0q “ p “ gp0q et h1p0q “ τ . On a alors

gpsq “ hpsq ` ops2q.

Démonstration. Dans le plan osculateur muni du repère pp, τ, νq, le paramétrage par longueur d’arc d’un cercle
de rayon R centré en p0, Rq (avec position p0, 0q au temps 0) est

s ÞÑ p0, Rq `Rpsinps{Rq,´ cosps{Rqq

(en faisant subir une rotation de ´π{2 à la formule habituelle). On a h1psq “ pcosps{Rq, sinps{Rqq et h2psq “
1
R p´ sinps{Rq, cosps{Rqq, d’où en faisant le développement limité en s “ 0, on obtient hpsq “ p0, 0q ` sp1, 0q `

s2

2

`

0, 1
R

˘

` ops2q, soit

hpsq “ hp0q ` sτp0q `
s2

2

1

R
νp0q ` ops2q

Par ailleurs, le développement limité de gpsq en 0 à l’ordre 2 donne

gpsq “ gp0q ` sg1p0q `
s2

2
g2p0q ` ops2q “ hp0q ` sτp0q `

s2

2
Kppqνp0q ` ops2q

et comme le rayon du cercle osculateur est R “ 1
Kppq

, on a bien gpsq “ hpsq ` ops2q.
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1.1.6 Invariance par isométries de la longueur et de la courbure

Définition 1.1.6.1 (Isométries). Une application f : Rn
Ñ Rn est une isométrie si

p@x, y P Rn
q dpfpxq, fpyqq “ dpx, yq

et orthogonale si
p@x, y P Rn

q xfpxq, fpyqy “ xx, yy.

On rappelle un résultat du cours de Géométrie affine et/ou Algèbre bilinéaire et géométrie. Pour la commodité
du lecteur, une preuve est donnée plus bas.

Théorème 1.1.6.2 (Isométries de Rn). Une isométrie de Rn est la composée d’une application orthogonale
et d’une translation, i.e. est de la forme x ÞÑ Mx` v où M P OnpRq et v P Rn. En particulier, elle est de classe
C8.

Proposition 1.1.6.3 (Invariance de longueur et courbure par isométrie). Soient A un arc géométrique
de Rn et f une isométrie de Rn.
(i) L’application f respecte les paramétrages par longueur d’arc et ℓpAq “ ℓpfpAqq.
(ii) La courbure de A en p P A est égale à la courbure de fpAq en fppq.

Démonstration. D’après le théorème 1.1.6.2, fpxq “ Mx ` v pour M P OnpRq et v P Rn, donc la différentielle
dxf de f est représentée par la matrice M orthogonale. Soit pJ, gq un paramétrage par longueur d’arc de A.
(i) Pour tout s P J ,

}pf ˝ gq1psq} “ }dgpsqf ¨ g1psq} “ }Mg1psq} “ }g1psq} “ 1

donc pJ, f ˝ gq est un paramétrage par longueur d’arc de fpAq. Ainsi, on obtient l’égalité des longueurs avec la
longueur de J .
(ii) Soit p “ gpsq, alors fppq “ f ˝ gpsq et

KfpAqpfppqq “ }pf ˝ gq2psq} “ }pMg1psqq1} “ }M ¨ g2psq} “ }g2psq} “ KAppq.

Lemme 1.1.6.4. Une isométrie fixant 0 est orthogonale. En particulier, elle est linéaire.

Démonstration. Soit f une isométrie de Rn fixant 0. Pour tous x, y P E, on a

}fpxq ´ fpyq} “ dpfpxq, fpyqq “ dpx, yq “ }x´ y}

et en particulier }fpxq} “ }fpxq ´ fp0q} “ }x}. Après développement des produits scalaires dans l’égalité,

xfpxq ´ fpyq, fpxq ´ fpyqy “ }fpxq ´ fpyq}2 “ }x´ y}2 “ xx´ y, x´ yy

et simplification des normes égales il reste ´2xfpxq, fpyqy “ ´2xx, yy d’où le résultat.

Démonstration du théorème 1.1.6.2. ‚ Montrons d’abord qu’une application orthogonale est linéaire. En déve-
loppant le produit scalaire, on a :

}fpx` yq ´ fpxq ´ fpyq}2 “ xfpx` yq, fpx` yqy ` xfpxq, fpxqy ` xfpyq, fpyqy

´ 2xfpx` yq, fpxqy ´ 2xfpx` yq, fpyqy ` 2xfpxq, fpyqy

“ xx` y, x` yy ` xx, xy ` xy, yy ´ 2xx` y, xy ´ 2xx` y, yy ` 2xx, yy

“ }x` y ´ x´ y}2 “ 0

prouvant que fpx` yq “ fpxq ` fpyq et on montre de même que }fpλxq ´ λfpxq}2 “ 0.
‚ Les matrices représentant les endomorphismes orthogonaux forment le groupe orthogonal OnpRq :“ tM P

MnpRq; tMM “ Inu puisque

M P OnpRq ô tMM “ In

ô p@x, y P Rn
q xx, yy “ xx, tMMyy “ xMx,Myy.

Ainsi, x ÞÑ Mx est orthogonale. Elles sont des isométries, préservant la norme et la distance :

dpMx,Myq2 “ }Mx´My}2 “ }Mpx´ yq}2 “ }x´ y}2 “ dpx, yq2.

Soit f une isométrie de Rn et soit T la translation de vecteur ´fp0q. On a alors que L :“ T ˝f est une isométrie
de Rn fixant 0, donc Lpxq “ Mx pour M P OnpRq d’après le lemme 1.1.6.4. Comme f “ T´1 ˝ L, le théorème
est donc prouvé.
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1.2 Courbes dans R2

Dans R2, on sait tourner « à gauche » ou « à droite ». En effet, R2 est orienté par la base canonique p⃗i, j⃗q et
j⃗ est à gauche de i⃗. Le vecteur v P R2 est alors à gauche de u si la base pu, vq est directe. Par définition donc, si
detpu, vq ą 0, où on voit les coordonnées de pu, vq comme la matrice de passage vers la base canonique, la base
est directe. En identifiant R2

» C via pa, bq ÞÑ a` ib, la multiplication complexe par i est une rotation d’angle
π
2 . Pour u unitaire, la base pu, iuq est orthonormée directe. La matrice de passage de pu, vq à pu, iuq est

Q “

´

1 xu,vy

0 xiu,vy

¯

donc detpQq “ xiu, vy ą 0 si et seulement si v appartient au demi-espace R2
zRu contenant iu.

Ceci permet de donner un signe à la courbure d’un arc, selon qu’il tourne à gauche ou à droite.

1.2.1 Courbure algébrique

On définit la courbure algébrique à valeur dans R d’un arc régulier, strictement positive si g2 est à gauche
de g1 et strictement négative si g2 est à droite. Formellement :

Définition 1.2.1.1 (Courbure algébrique). Soit A un arc géométrique orienté régulier paramétré par lon-
gueur d’arc par pJ, gq. On appelle courbure algébrique en p “ gpsq P A le réel

kAppq “ kpsq “ xg2psq, ig1psqy.

De manière équivalente, kAppq est l’unique réel satisfaisant g2psq “ kAppqig1psq. En effet, g2Kg1, donc g2 P

R ig1. On a évidemment |kAppq| “ KAppq. En notant pτ, nq “ pg1, ig1q la base orthonormée directe déterminée
par g1, on a les relations

τ 1 “ kn n1 “ ´kτ. (1.10)

En effet, n1 “ piτq1 “ iτ 1 “ ikn “ ´kτ . On montre dans la proposition 1.2.1.3 ci-dessous que la courbure
algébrique est la vitesse de rotation du vecteur tangent unitaire τ : k “ α1 si α est l’angle de τ avec le vecteur i⃗.
Comme l’angle n’est défini que modulo 2π, on va définir α à valeurs dans R par la formule τ “ eiα et requérir
qu’il soit lisse. L’existence de α suit de τ P S1 mais sa régularité demande une justification.
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Lemme 1.2.1.2 (Relèvement de l’angle). Soit τ : J Ñ S1 Ă R2 de classe Cp avec p ě 1 et soit s0 P J . Il
existe un unique α : J Ñ R de classe Cp telle que τ “ eiα et αps0q P r0, 2πr.

Démonstration. La fonction α doit satisfaire la relation τ 1 “ iα1eiα “ iα1τ P C, soit α1 “ ´i τ
1

τ P C. Par ailleurs,
en dérivant l’égalité xτ, τy “ 1, on trouve 2xτ 1, τy “ 0, donc τ 1 est perpendiculaire à τ . Soit aussi τ 1 P R iτ , ou
encore ´i τ

1

τ P R. On définit αps0q P r0, 2πr tel que τps0q “ eiαps0q puis

αpsq “ αps0q `

ż s

s0

´i
τ 1

τ
ptqdt P R .

On vérifie immédiatement que α convient.

Proposition 1.2.1.3 (La courbure algébrique est la vitesse de rotation du vecteur unitaire
tangent). Soient pJ, gq un paramétrage par longueur d’arc de classe Cp et α : J Ñ R de classe Cp tels que
g1 “ eiα. La courbure algébrique de g vérifie alors kpsq “ α1psq sur J .

Démonstration. On a directement k “ xg2, ig1y “ xiα1g1, ig1y “ α1.

1.2.2 La courbure algébrique détermine la courbe

Imaginez que vous êtes enfermé dans le coffre d’une voiture roulant à vitesse constante. Pouvez-vous recons-
tituer le trajet à partir des accélérations ressenties ? OUI (théoriquement). Mathématiquement : La courbure
algébrique détermine la courbe (à isométrie près : il faut connaître position et vitesse initiales).

Théorème 1.2.2.1 (La courbure algébrique détermine la courbe). Soit k : I Ñ R une fonction de
classe Cp, avec p ě 0. Il existe alors, à isométrie près, un unique arc géométrique orienté A de classe Cp`2 dont
k soit la courbure algébrique.

Démonstration. Soit k : I Ñ R une fonction de classe Cp avec p ě 0. Fixons un angle α0 P R et un point
p0 P R2. Pour s0 P I, on pose αpsq “

şs

s0
kptqdt, puis on intègre le vecteur vitesse τ :“ eiα :

gpsq “ p0 `

ż s

s0

eiαptq dt.

Ainsi, g1 “ eiα est alors paramétré par la longueur et g2 “ α1ieiα “ kig1. L’unicité de la courbe telle que
gps0q “ p0 et g1ps0q “ eiα0 est claire puisque k et α0 déterminent α, puis α et p0 déterminent g.

Remarque 1.2.2.2. Le théorème est faux avec la courbure.

Exemple 1.2.2.3. La clothoïde est la courbe de courbure algébrique kpsq “ as avec a ą 0. On a αpsq “ as2

2
d’où

gpsq “ gp0q `

ż s

s0

pcospas2q, sinpas2qqds.

C’est la trajectoire parcourue en voiture si on tourne le volant à vitesse constante. Elle est utilisée dans les
constructions de routes ou de rails pour raccorder des droites et des arcs de cercle sans faire d’a-coup.

1.2.3 Formules

Paramétrage quelconque : Soit pI, fq un paramétrage régulier quelconque, on a f 1ptq “ }f 1ptq}τ et au
point p “ fptq d’après (1.9), on a également

f2ptq “ xf2, τyτ ` }f 1ptq}2Kppqν “ xf2, τyτ ` }f 1ptq}2kpsqn.

Les coordonnées de pf 1, f2q, exprimées en colonne dans la base orthonormée directe pτ, nq, forment la matrice
´

}f 1
} xf2,τy

0 }f 1
ptq}

2kpsq

¯

dont le déterminant est
detpf 1, f2q “ }f 1ptq}3kpsq.

Le déterminant de la matrice de coordonnées ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie car la
matrice de passage entre deux bases orthonormées direct est de déterminant 1. En outre,si on écrit maintenant
f “ px, yq, on a

kppq “
detpf 1, f2q

}f 1ptq}3
“
x1y2 ´ x2y1

px12 ` y12q3
. (1.11)
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En coordonnées polaires : Soit f : I Ñ C donnée par fpθq “ rpθqeiθ, où rpθq ą 0. On a alors

f 1 “ r1eiθ ` rieiθ et f2 “ r2eiθ ` 2r1ieiθ ´ reiθ “ pr2 ´ rqeiθ ` 2r1ieiθ.

Dans la base peiθ, ieiθq, les coordonnées de pf 1, f2q forment la matrice
`

r1 r2
´r

r 2r1

˘

, d’où

kpθq “
detpf 1, f2q

}f 1ptq}3
“

2r12 ` r2 ´ rr2

pr2 ` r12q3{2
.

1.3 Courbes dans R3, dites courbes gauches

On travaille maintenant dans R3 euclidien, orienté par la base canonique p⃗i, j⃗, k⃗q. Il n’y a pas de notion
bien définie d’être « à gauche » d’un vecteur unitaire u donné : pour tout vecteur unitaire v P uK, il existe une
isométrie directe envoyant pu, vq sur p⃗i, j⃗q, donc tout uK serait « à gauche » de u. Pourtant, il existe bien une
notion de gauche et de droite que nous utilisons au quotidien : celle-ci tient du fait que nous avons deux axes
naturels orientés, définis par la vision (axe derrière-devant) et la gravité (bas-haut). Mathématiquement : étant
donné pu, v, wq orthonormée, il existe une unique isométrie directe envoyant pu,wq sur p⃗i, k⃗q, le vecteur v étant
envoyé sur ⃗̆j, ce qui permet de dire s’il est à gauche ou à droite de u. Revenons aux arcs géométriques orientés
et considérons g un paramétrage par longueur d’arc. Il n’y a au départ qu’un axe orienté naturellement défini :
celui défini par le vecteur vitesse g1. On peut orienter le plan osculateur par pg1, g2q si g2 ‰ 0. On pourra alors
définir « le haut » et « le bas » par rapport au plan osculateur en se donnant un 3ème vecteur β tel que pg1, g2, βq

soit directe. Pour cela nous supposerons A birégulier dans toute cette section.

1.3.1 Trièdre de Frenet, torsion

Produit vectoriel : Faisons tout d’abord quelques rappels sur le produit vectoriel. C’est l’application
bilinéaire antisymétrique ^ : R3

ˆR3
Ñ R3 vérifiant i⃗^ j⃗ “ k⃗, j⃗ ^ k⃗ “ i⃗, k⃗ ^ i⃗ “ j⃗. Il s’ensuit que
´

x1
x2
x3

¯

^

´

y1
y2
y3

¯

“

ˆ

x2y3´x3y2
´px1y3´x3y1q
x1y2´x2y1

˙

.

De manière équivalente, le produit vectoriel est caractérisé par l’égalité

xX ^ Y, Zy “ detpX,Y, Zq

pour tous X,Y, Z P R3. Le déterminant étant celui des coordonnées de X,Y, Z dans la base canonique. En
particulier, X ^ Y est orthogonal à X et Y . On a l’égalité

}X ^ Y }2 ` xX,Y y “ }X}2}Y }2.

Si e1, e2 sont des vecteurs orthonormés, e3 “ e1 ^ e2 est tel que pe1, e2, e3q est orthonormée directe. Soit pJ, gq

un paramétrage de A par longueur d’arc.

Définition 1.3.1.1 (Trièdre de Frenet). Le trièdre de Frenet de A est la base orthonormée directe pτ, ν, βq

définie le long de A par

τ “ g1 ν “
g2

}g2}
β “ τ ^ ν. (1.12)

On a utilisé l’hypothèse de birégularité pour définir ν. Rappelons que τ 1 “ Kν où K est la courbure.
L’expression de ν1 et β1 dans la base pτ, ν, βq définit les relations de Frenet :

Proposition 1.3.1.2 (Relation de Frenet). Il existe une fonction T : J Ñ R, appelée torsion, telle que

τ 1 “ 0 `Kν 0
ν1 “ ´Kτ 0 ´Tβ
β1 “ 0 `Tν 0

On peut l’écrire plus simplement :

τ 1 “ Kν ν1 “ ´Kν ´ Tβ β1 “ Tν.

Démonstration. On a les relations
1 “ xτ, τy “ xν, νy “ xβ, βy

0 “ xτ, νy “ xν, βy “ xτ, βy.

En dérivant xβ, βy, on a xβ1, βy “ 0. En dérivant xτ, βy, on obtient xτ 1, βy “ ´xτ, β1y, qui est égale à 0 puisque
τ 1 “ Kν. Ainsi, β1 est colinéaire à ν. On appelle T le réel tel que β1 “ Tν. En dérivant xν, νy, on a xν1, νy “ 0. En
dérivant xτ, νy on obtient xτ 1, νy “ ´xτ, ν1y, qui est égale à K. En dérivant xν, βy, on obtient xν1, βy “ ´xν, β1y,
qui est égale à ´T .
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La torsion mesure le défaut de planeité de la courbe : En effet, T est identiquement nulle si et
seulement si β est constant. L’égalité βK “ Vecttτ, νu montre l’équivalence de la constance de β et celle du plan
osculateur. Cette dernière est équivalente à la planeité de la courbe grâce au lemme 1.1.2.5. Le cadre présent
permet de redémontrer le fait que la constance du plan osculateur implique la planeité de la courbe : puisque
xg1, βy “ 0, on a par intégration (en utilisant β1 “ 0) que xg, βy est constant, puis que gpsq´gps0qKβ, c’est-à-dire
que gpsq P gps0q ` βK. Le signe de T renseigne sur la position de l’arc par rapport à son plan osculateur. En
effet, par un développement limité, en utilisant gp3qpsq “ pKνq1 “ K 1ν `Kp´Kτ ´ Tβq, cela donne

gpsq “ gp0q ` sτp0q `
s2

2
pKνqp0q `

s3

6
pK 1ν ´K2τ ´KTβqp0q ` ops3q

“ gp0q `

ˆ

s´
K2s3

6

˙

τ `

ˆ

Ks2

2
`
K 1s3

6

˙

ν ´
KTs3

6
β ` ops3q.

Pour s ą 0 petit, le coefficient de ν est positif (on va toujours « à gauche » dans le plan osculateur) mais celui
de β est négatif si T ą 0 (on descend), positif si T ă 0 (on monte). Dès que T ‰ 0, la courbe traverse son plan
osculateur.

1.3.2 Courbure et torsion déterminent la courbe

Si on connaît la courbure, qui indique de combien on tourne « à gauche » dans le plan osculateur et la torsion,
qui indique de combien on monte ou on descend, on doit pouvoir reconstituer la trajectoire. Effectivement,
courbure et torsion déterminent la courbe :

Théorème 1.3.2.1 (Courbure et torsion déterminent la courbe). Soit K P C1pI,Rą0q, T P C0pI,Rq,
pτ0, ν0, β0q un repère orthonormé direct, s0 P J et p P R3. Il existe alors un unique arc birégulier pJ, gq de
classe C3, paramétré par la longueur, de courbure K et de torsion T , dont le repère de Frenet en gps0q “ p est
pτ0, ν0, β0q.

Démonstration. Les relations de Frenet écrites en coordonnées équivalent au système suivant :
´ τ1 τ2 τ3
ν1 ν2 ν3
β1 β2 β3

¯1

“

´

0 K 0
´K 0 ´T
0 T 0

¯

¨

´ τ1 τ2 τ3
ν1 ν2 ν3
β1 β2 β3

¯

soit
O1psq “ MpsqOpsq (1.13)

où les lignes respectives de Opsq sont les coordonnées de τ, ν, β respectivement, par exemple dans la base
pτ0, ν0, β0q. La condition initiale se traduit donc par Ops0q “ I3. L’équation différentielle (1.13) étant linéaire
d’ordre 1 et la fonction s ÞÑ Mpsq étant continue sur J , le problème de Cauchy admet (par le théorème
de Cauchy-Lipschitz) une unique solution s ÞÑ Opsq définie sur J . Vérifions que Opsq reste orthogonale (ses
vecteurs lignes sont alors orthonormés), c’est-à-dire que tO ¨O “ I3 ou de manière équivalente O ¨ tO “ I3. On a

pO ¨ tOq1 “ O1 ¨ tO `O ¨ ptOq1

“ MO ¨ tO `O ¨ tpMOq

“ MO ¨ tO `O ¨ tO ¨ tM

“ MO ¨ tO ´O ¨ tOM

en utilisant l’antisymétrie de M . Cela signifie que s ÞÑ O ¨ tO vérifie aussi une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 sur J , de condition initiale pO ¨ tOqps0q “ I3. Puisque la matrice identité I3 est solution de cette
équation et de même condition initiale, l’unicité de Cauchy implique que pO ¨ tOqpsq “ I3 pour tout s P J . On
définit alors g par intégration :

gpsq “ p`

ż s

s0

τptqdt.

Remarque 1.3.2.2. Le théorème est faux sans l’hypothèse K ą 0 : d’abord la torsion n’est pas définie ; ensuite,
même pour une courbe restreinte à un plan, sans signe sur la courbure, on ne peut distinguer un virage à gauche
d’un virage à droite.
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1.3.3 Formules

Pour le paramétrage par longueur d’arc pJ, gq, on a

g1 “ τ g2 “ τ 1 “ Kν gp3q “ K 1ν `Kν1 “ ´K2τ `K 1ν ´KTβ.

En particulier,
detpg1, g2, gp3qq “ ´K2T.

Pour pI, fq un paramétrage de A et θ le changement de paramétrage tel que f “ g ˝ θ, on a

f 1 “ θ1g1 f2 “ θ2g1 ` θ12g2 f p3q “ θp3qg1 ` 3θ1θ2g2 ` θ13gp3q

d’où
}f 1 ^ f2} “ |θ1|3K

et
detpf 1, f2, f p3qq “ detpθ1g1, θ12g2, θ13gp3qq “ θ16p´K2T q

donc

K “
}f 1 ^ f2}

}f 1}3
T “ ´

detpf 1, f2, f p3qq

}f 1 ^ f2}2
.
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2 Sous-variétés de Rn

2.1 Introduction
La notion de sous-variété de Rn de dimension d (avec d P rr0, nss) généralise celle de sous-espace vecto-

riel : c’est localement un bout de sous-espace vectoriel déformé par un difféomorphisme ambiant. Sauf men-
tion contraire, les objets considérés (applications, difféomorphismes, sous-variétés) seront de classe Ck avec
k P Ną0 Yt8u. Cette régularité exclut les cônes des sous-variétés par exemple.

Définition 2.1.0.1 (Sous-variété par redressement). Une partie M Ă Rn est une sous-variété de Rn de
dimension d si pour tout a P M , il existe des voisinages ouverts U et V de a et 0 dans Rn respectivement et un
difféomorphisme

f : U Ñ V tel que fpM X Uq “ V X pRd
ˆt0uq.

On peut remplacer Rd
ˆt0u par tout espace affine de dimension d. La dimension d de M est unique puisque

V X pRd
ˆt0uq n’est difféomorphe à V 1 X pRd1

ˆt0uq que si d “ d1.

Variété topologique : La restriction de f à M X U (ouvert de M pour la topologie induite) est un
homéomorphisme vers un ouvert de Rd. Il s’ensuit que M est localement homéomorphe à Rd, ce qui est en fait
une variété topologique de dimension 2 d (espace topologique séparé localement homéomorphe à Rd). La sphère
et le tore de révolution sont d’honnêtes sous-variétés C8 de R3 de dimension 2, on verra plusieurs méthodes
pour le prouver,

alors qu’un cône (X Ă Rn est un cône s’il est invariant par multiplication avec un scalaire : x ÞÑ λx avec
λ ą 0) n’est pas une sous-variété.

Exemple 2.1.0.2. (1) La sphère S2 “ tpx, y, zq P R3; x2 ` y2 ` z2 “ 1u est une sous-variété de dimension 2.
(2) Dans R2 et R3, l’ensemble tpx, yq P R2; x2 ´ y2 “ 0u ou même l’ensemble tpx, y, zq P R3; x2 ` y2 ´ z2 “ 0u

ne sont même pas des variétés topologiques : sinon il existerait un voisinage W de 0 dans X homéomorphe à
Rd et on voit que c’est absurde en comparant le nombre de composantes connexes de W zt0u et de Rd

zt0u.
(3) Dans R3, l’ensemble tpx, y, zq P R3; pz ě 0q x2 ` y2 ´ z2 “ 0u est une variété topologique mais n’est pas
une sous-variété C1.

2. la dimension d d’une variété topologique est également unique mais c’est plus difficile à prouver pour d ě 2 : il faut le théorème
d’invariance du domaine [Brouwer, 1912] pour prouver que Rd n’est homéomorphe à Rd1

que si d “ d1. Le cas d “ 1 est facile :
R zt0u a deux composantes connexes alors que Rd1

zt0u reste connexe si d1 ě 2.
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La définition ci-dessus est heuristiquement simple mais pas très pratique. Nous allons voir plusieurs critères,
en généralisant aux sous-variétés les descriptions d’un sous-espace vectoriel comme image ou noyau d’applica-
tions linéaires. Observons que Rd

ˆt0u Ă Rn.

Image de l’injection : Elle est définie par

i : Rd
Ñ Rd

ˆRn´d

x ÞÑ px, 0q

Plus généralement, un sous-espace vectoriel de dimension d de Rn est l’image d’une application linéaire h : Rd
Ñ

Rn injective.

Noyau de la projection : Elle est définie par

pr : Rd
ˆRn´d

Ñ Rn´d

px, yq ÞÑ y

Tout sous-espace vectoriel de Rn de dimension d est noyau d’une application linéaire g : Rn
Ñ Rn´d surjective

(par le théorème du rang).

Puisqu’une sous-variété est localement un sous-espace vectoriel déformé par un difféomorphisme ambiant,
on peut la décrire à l’aide d’une injection ou d’une projection déformée par un difféomorphisme ambiant. On
appellera ces applications immersion et submersion respectivement.

2.2 Immersions, submersions
Commençons par donner des définitions des immersions et submersions en apparence différentes de celles

proposées juste avant. Elles sont équivalentes aux précédentes et facile à tester.

Définition 2.2.0.1 (Immersion, submersion). (i) Une application f : U Ă Rn
Ñ Rp est une immersion en

a P U si sa différentielle daf : Rn
Ñ Rp est injective. C’est une immersion sur U si c’est une immersion en

chaque point de U .
(ii) On dit que f est une submersion en a si daf est surjective. C’est une submersion sur U si c’est une submersion
en chaque point de U .

Donnons quelques exemples :

Exemples triviaux : L’injection i : x P Rd
Ñ px, 0q P Rn est une immersion puisque da i “ i est injective.

La projection pr : px, yq P Rd
ˆRn´d

Ñ y P Rn´d est une submersion puisque da pr “ pr est surjective.

Composées : Une composée d’immersions est une immersion et une composée de submersions est une
submersion. Un difféomorphisme ϕ de Rn est à la fois une immersion et une submersion.

Déformations par difféomorphisme : Il s’ensuit que ϕ ˝ i est une immersion et pr ˝ϕ une submersion.
Les propositions 2.2.0.2 et 2.2.0.7 ci-dessous, dites de redressement, montrent que localement, toute immersion
s’écrit ϕ ˝ i et toute submersion pr ˝ϕ, où ϕ est un difféomorphisme entre ouverts de Rn.

Source de dimension 1 : On a

« L’application f : I Ă R Ñ Rn est une immersion en t P I si et seulement si f 1ptq ‰ 0. »

En effet, dtf ¨u “ f 1ptq ¨u pour tout u P R. La différentielle dtf : R Ñ Rn est donc injective si et seulement
si f 1ptq ‰ 0. Quand d “ 1, les immersions sont les arcs paramétrés réguliers.

But de dimension 1 : On a :

« L’application f : Rn
Ñ R est une submersion en x si et seulement si dxf ‰ 0. »

En effet, dxfpRn
q est soit t0u, soit R tout entier (puisque dxpRn

q est un sous-espace vectoriel de R), donc dxf
est surjective dès que dxf ‰ 0, soit aussi

∇xf “

ˆ

Bf

Bx1
pxq, . . . ,

Bf

Bxn
pxq

˙

‰ p0, . . . , 0q.



Géométrie Différentielle 1, Licence 3ème année 21

Par exemple,

g : R3
Ñ R

px1, x2, x3q ÞÑ x21 ` x22 ` x23 ´ 1

est de gradient ∇xg “ p2x1, 2x2, 2x3q ‰ 0 sur R3
zt0u, donc est une submersion sur R3

zt0u.

Tout graphe est une immersion : On a enfin :

« Toute f : U Ă Rd
Ñ Rd`ℓ de la forme fpxq “ px, hpxqq ou h : U Ñ Rℓ de classe Ck, est une immersion sur U

de classe Ck. »

En effet, pour tout v P Rd, on a dxfpvq “ pdx Idpvq, dxhpvqq “ pv, dxhpvqq, donc dxf est injective.

Dans les énoncés ci-dessous, on travaille au voisinage de 0 pour simplifier, le cas général étant laissé au
lecteur.

Proposition 2.2.0.2 (Redressement des immersions). Soient Ω Ă Rd un ouvert et h : Ω Ñ Rn une immer-
sion en 0 P Ω. Il existe alors un voisinage ouvert de V de 0 dans Rn et un difféomorphisme ϕ : V Ñ ϕpV q tel
que sur Ω1 :“ V X pRd

ˆt0uq, on a

hpxq “ ϕpx, 0q “ ϕ ˝ ipxq avec ipxq “ px, 0q : Rd
Ñ Rd

ˆRn´d .

De manière équivalente, ϕ´1 ˝ h “ i sur Ω1.

Démonstration. Soit h “ ph1, . . . , hnq comme dans l’énoncé. La matrice jacobienne de h en 0

J0h “

¨

˚

˝

Bh1
Bx1

p0q ¨¨¨
Bh1
Bxd

p0q

...
...

Bhn
Bx1

p0q ¨¨¨
Bhn
Bxd

p0q

˛

‹

‚

est, par le théorème du rang, de rang dimpImpd0hqq “ dimpRd
q ´ dimpKerpd0hqq “ d puisque d0h est injective.

Quitte à permuter les coordonnées à l’arrivée (en composant h avec un isomorphisme de Rn) on peut échanger
les lignes ∇hi Ø ∇hj de J0h de sorte que les d premières soient indépendantes, la matrice

A :“

˜ ∇h1p0q

...
∇hdp0q

¸

étant alors inversible. On étend h en une application H : Ω ˆ Rn´d
Ă Rn

Ñ Rn en posant

px1, . . . , xd, y1, . . . , yn´dq ÞÑ ph1pxq, . . . , hdpxq, y1 ` hd`1pxq, . . . , yn´d ` hnpxqq

où x “ px1, . . . , xdq. Clairement, Hpx, 0q “ hpxq pour tout x P Ω. La matrice jacobienne de H en 0 P Rn est de
la forme

J0H “
`

A 0
˚ In´d

˘

donc est inversible. Par le théorème d’inversion locale, H est un difféomorphisme sur un voisinage V de 0. On
appelle ϕ la restriction de H à V .

Remarque 2.2.0.3. Puisque h “ ϕ˝ i sur Ω1, c’est une immersion injective sur Ω1 comme composée d’immersions
injectives. Ainsi, être une immersion est une condition ouverte et toute immersion est localement injective.
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Corollaire 2.2.0.4. Soit h : Ω Ă Rd
Ñ Rn une immersion. Tout point de Ω admet alors un voisinage ouvert Ω1

tel que hpΩ1q est une sous-variété de Rn de dimension d et h : Ω1 Ñ hpΩ1q est un homéomorphisme.

Démonstration. Quitte à pré-composer h par une translation, on se place en 0 P Rd. Considérons l’ouvert
Ω1 “ V X pRd

ˆt0uq donné par la proposition 2.2.0.2. Le redressement de hpΩ1q X ϕpV q vers V X pRd
ˆt0uq

fourni par le difféomorphisme ϕ´1 : ϕpV q Ñ V prouve que hpΩ1q est une sous-variété de dimension d de Rn.
Montrons que h : Ω1 Ñ hpΩ1q est un homéomorphisme. D’abord, l’égalité ϕ´1 ˝hpxq “ px, 0q sur Ω1 prouve que h
est injective et admet donc une réciproque h´1 : hpΩ1q Ñ Ω1. L’égalité prouve ensuite que h´1 s’obtient de ϕ´1

comme sa première composante dans le produit Rd
ˆRn´d, c’est-à-dire h´1 “ pr1 ˝ϕ´1 sur hpΩ1q. L’application

pr1 ˝ϕ´1 est lisse sur ϕpV q par composition d’applications lisses. Il s’ensuit h´1 est continue sur hpΩ1q muni de
la topologie induite, comme restriction pr1 ˝ϕ´1 à hpΩ1q.

Remarque 2.2.0.5. Attention ! On prendra garde que hpΩq n’est pas nécessairement une sous-variété, ni même
une variété topologique !

Exemple 2.2.0.6. Ci-dessous, une immersion h : Ω Ă R Ñ R2 de classe C1 où hpΩq n’est pas une variété
topologique, mais pour i “ 1, 2, l’ensemble hpΩ1

iq est une sous-variété et h : Ω1
i Ñ Ω1

i un homéomorphisme
(exercice : trouver un paramétrage convenable de h). En effet, hpΩq n’est pas une variété topologique : s’il
existait un voisinage W Ă hpΩq de a homéomorphe à R, alors W ztau serait homéomorphe à R zt0u ; or c’est
impossible vu leur nombre différent de composantes connexes. Pourtant, hpΩ1

iq est homéomorphe à Ω1
i donc à

R... Le point clé est que hpΩ1
iq n’est pas un ouvert de hpΩq. Ce phénomène peut arriver même quand h est

injective sur Ω !

Proposition 2.2.0.7 (Redressement des submersions). Soient U Ă Rn un ouvert et g : U Ñ Rn´d une
submersion en a P U telle que gpaq “ 0. Il existe alors un difféomorphisme ϕ d’un voisinage U 1 de a dans Rn

sur un voisinage ϕpU 1q de 0 tel que sur U 1

g “ pr1 ˝ϕ avec pr1px, yq “ x : Rn´d
ˆRd

Ñ Rn´d .

De manière équivalente g ˝ ϕ´1 “ pr1 sur ϕpU 1q.

Remarque 2.2.0.8. Quitte à composer ϕ avec px, yq ÞÑ py, xq, Rn´d
ˆRd

Ñ Rd
ˆRn´d, on peut écrire g “

pr2 ˝ϕ où pr2px, yq “ y.

Démonstration. Soit g “ pg1, . . . , gn´dq comme dans l’énoncé. La matrice jacobienne de g en a

Jag “

¨

˚

˝

Bg1
Bx1

paq ¨¨¨
Bg1
Bxn

paq

...
...

Bgn´d
Bx1

paq ¨¨¨
Bgn´d

Bxn
paq

˛

‹

‚
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est de rang n ´ d par hypothèse. Quitte à changer les coordonnées au départ (en précomposant g avec un
isomorphisme) on peut échanger les colonnes de Jag pour supposer que les n´d premières soient de rang n´d,
donc que

B “

¨

˚

˝

Bg1
Bx1

paq ¨¨¨
Bg1

Bxn´d
paq

...
...

Bgn´d
Bx1

paq ¨¨¨
Bgn´d
Bxn´d

paq

˛

‹

‚

soit inversible. On définit G : U Ñ Rn de classe Ck par

px1, . . . , xnq ÞÑ pg1pxq, . . . , gn´dpxq, xn´d`1, . . . , xnq

On voit que pr1 ˝G “ g. La matrice jacobienne de G en a est de la forme

JaG “
`

B ˚
0 Id

˘

donc est inversible. Par le théorème d’inversion locale, G est un difféomorphisme d’un voisinage U 1 de a dans
Rn sur un voisinage ϕpU 1q de 0. On appelle ϕ la restriction de G entre ces voisinages.

Remarque 2.2.0.9. (1) Puisque g “ pr1 ˝ϕ sur le voisinage ouvert U 1 de a, il en résulte qu’être une submersion
est une condition ouverte.
(2) Si g est une submersion sur U , alors g´1p0q X U est une sous-variété de Rn de dimension d. En effet, le
redressement de g´1p0q X U 1 vers ϕpU 1q X pt0u ˆ Rd

q fourni par ϕ prouve que g´1p0q X U 1 est une sous-variété
de Rn dimension de d.

2.3 Caractérisations d’une sous-variété
On arrive à l’essentiel :

Théorème 2.3.0.1 (Caractérisation des sous-variétés). Soit M une partie de Rn. Sont équivalents :
(i) (Redressement par difféomorphisme). M est une sous-variété de Rn de dimension d : pour tout a P M ,
il existe des voisinages ouverts U et V de a et 0 dans Rn respectivement et un difféomorphisme f : U Ñ V , tel
que fpM X Uq “ V X pRd

ˆt0uq.

(ii) (« Noyau » d’une submersion). Pour tout a P M , il existe un ouvert U Ă Rn contenant a et une
submersion g : U Ñ Rn´d telle que M X U “ g´1p0q.

(iii) (Image homéomorphique d’une immersion). Pour tout a P M , il existe un ouvert U Ă Rn contenant
a, un ouvert Ω Ă Rd et une immersion h : Ω Ñ Rn qui est un homéomorphisme Ω Ñ M X U .
(iv) (Graphe). Pour tout a P M , il existe un ouvert U de Rn contenant a, un ouvert Ω de Rd et une application
f : Ω Ñ Rn´d telle que, après permutation éventuelle des coordonnées,

M X U “ tpx, fpxqq P Rd
ˆRn´d; x P Ωu “ Graphepfq.
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Démonstration. Montrons d’abord (i) ñ (ii) et (iii). Soit a P M . D’après (i), il existe un ouvert U Ă Rn

contenant a et un difféomorphisme

f : U Ñ fpUq Ă Rn tel que fpM X Uq “ fpUq X pRd
ˆt0uq.

(i) ñ (ii). Notons

pr2 : Rd
ˆRn´d

Ñ Rn´d

px, yq ÞÑ y

la projection sur le deuxième facteur, alors g :“ pr2 ˝f est une submersion U Ñ Rn´d et M X U “ g´1p0q.
(i) ñ (iii). Le difféomorphisme h :“ f´1 : fpUq Ñ U est une immersion et sa restriction à Ω :“ fpUqXpRd

ˆt0uq

est un homéomorphisme sur M X U .
(ii) ñ (i). Soit g : U Ñ Rn´d la submersion définie au voisinage de a telle que M XU “ g´1p0q. Comme observé
dans la remarque précédente, M X U “ g´1p0q X U est une sous-variété de Rn de dimension d. Ceci étant vrai
pour tout a P M , il s’ensuit que M est une sous-variété de Rn de dimension d.
(iii) ñ (i). Soient a P M , U Ă Rn un ouvert contenant a, Ω Ă Rd un ouvert et h : Ω Ñ Rn une immersion
telle que h : Ω Ñ M X U soit un homéomorphisme, en particulier hpΩq “ M X U . Quitte à pré-composer h par
une translation on peut supposer que Ω contient 0 et que hp0q “ a. Par redressement des immersions, il existe
un difféomorphisme ϕ d’un voisinage V de 0 dans Rn sur un voisinage de ϕpV q de a tel que hpx1, . . . , xdq “

ϕpx1, . . . , xd, 0, . . . , 0q, sur Ω1 “ V X Rd
ˆt0u, soit aussi ϕ´1 ˝ hpxq “ px, 0q P Rd

ˆRn´d sur Ω1. Quitte à
restreindre U et Ω on peut supposer ϕ´1 défini sur U avec encore h : Ω Ñ M XU un homéomorphisme. Notons
que Ω “ h´1pM X Uq “ h´1pUq “ i´1

pϕ´1pUqq “ ϕ´1pUq X Rd
ˆt0u. Le difféomorphisme f :“ ϕ´1 redresse

M XU comme dans la définition 2.1.0.1. En effet, ϕ´1pM XUq “ ϕ´1phpΩqq “ Ω ˆ t0u “ ϕ´1pUq X pRd
ˆt0uq.

(iv) ñ (iii). Par hypothèse, après permutation de coordonnées il existe U un voisinage de x dans Rn, Ω Ă Rd

un ouvert et f : Ω Ñ Rn´d de classe Ck tel que M X U “ tpx, fpxqq; x P Ωu. On définit h : Ω Ñ Rd
ˆRn´d

par hpxq “ px, fpxqq. La matrice Jacobienne Jxh contient un bloc Id, donc est de rang d prouvant que h est une
immersion sur Ω. L’injectivité de h est claire et hpΩq “ U X M . Tout px, yq P U X M est de la forme px, fpxqq,
donc h´1px, yq “ x sur U XM et est ainsi continue comme restriction de px, yq ÞÑ x.
(ii) ñ (iv). C’est le théorème des fonctions implicites. Faisons la preuve. Soit g “ pg1, . . . , gn´dq : U Ă Rn

Ñ

Rn´d la submersion au voisinage de a telle que UXM “ g´1p0q. Par redressement des submersions et la remarque
précédente, il existe un difféomorphisme ϕ défini au voisinage de a tel que g “ pr2 ˝ϕ. Adaptant la preuve de
la proposition 2.2.0.7, on choisit ϕ comme restriction de Gpxq “ px1, . . . , xd, g1pxq, . . . , gn´dpxqq, qu’on suppose
définie sur U quitte à le restreindre. Soit V “ ϕpUq. Clairement ϕ´1 est de la forme ϕ´1px, yq “ px, F px, yqq

où F : V Ñ Rd. En particulier, en restriction à V X pRd
ˆt0uq, on a ϕ´1px, 0q “ px, F px, 0qq. On pose donc

Ω “ V X pRd
ˆt0uq et f : Ω Ñ Rn´d, fpxq “ F px, 0q. On a alors M X U “ ϕ´1pΩq “ tpx, fpxqq; x P Ωu.

Remarque 2.3.0.2. Attention ! En (iii) on demande à l’immersion h d’être un homéomorphisme Ω Ñ M X U .
Une immersion injective ne suffit pas, la continuité de h´1 est nécessaire !

Exemple 2.3.0.3. Soit M “ hps ´ 8, 1rq Ă R2 où hptq “ pt2, t ´ t3q. L’application h est alors une immersion
injective mais M n’est pas une variété topologique en a “ hp´1q “ lim

tÑ1
hptq. Sinon il existerait un homéomor-

phisme f : O “ Bpa, εq Ñ fpOq un intervalle ouvert et Oza serait homéomorphe à fpOqzfpaq. Mais Oza a trois
composantes connexes (ε petit) et fpOqzfpaq en a deux, ce qui est absurde.
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Définition 2.3.0.4 (Paramétrisation). Soit M Ă Rn. On dit que h : Ω Ă Rd
Ñ M est une paramétrisation

de M si :
(i) h : Ω Ă Rd

Ñ Rn est une immersion ;
(ii) h : Ω Ñ hpΩq est un homéomorphisme ;
(iii) hpΩq est un ouvert de M , i.e. hpΩq “ M X U pour un ouvert U de Rn.
On dit que h est une paramétrisation locale de M si tout x P Ω admet un voisinage ouvert Ω1 sur lequel h est
une paramétrisation de M .

Cette paramétrisation prouve queMXU est une sous-variété de dimension d. Réciproquement, une immersion
dans une sous-variété de la bonne dimension est une paramétrisation locale :

Proposition 2.3.0.5 (Quand une immersion est forcément une paramétrisation). Soit M une sous-
variété de Rn de dimension d et soit h : Ω Ă Rd

Ñ M Ă Rn une immersion. L’application h est alors une
paramétrisation locale de M . Si on suppose de plus h injective, alors h est une paramétrisation de M .

Démonstration. Heuristique : une immersion entre deux objets lisses de dimension d satisfait un « théorème
d’inversion locale », donc h devrait être un « difféomorphisme local » entre Ω et M et en particulier un ho-
méomorphisme local. On implémente cette idée via un redressement de M . Soit a P Ω. Puisque M est une
sous-variété de dimension d, il existe un voisinage ouvert U Ă Rn de hpaq et un difféomorphisme f : U Ñ fpUq

tel que fpM XUq “ fpUqXpRd
ˆt0uq. Soit Ω1 “ h´1pUq Ă Ω, c’est un voisinage ouvert de a P Rd. La composée

ψ “ f ˝ h : Ω1 Ñ Rd
ˆt0u est une immersion à valeurs dans Rd, donc daψ est un isomorphisme. Il s’ensuit par

inversion locale que ψ est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert Ω2 Ă Ω1 de a vers ψpΩ2q Ă Rd
ˆt0u.

Montrons que Ω2 satisfait le deuxième et le troisième point de la définition 2.3.0.4. Posons V “ f´1pψpΩ2q ˆ

Rn´d
q Ă Rn. C’est un voisinage ouvert de hpaq dans Rn et M X V “ f´1pψpΩ2q ˆ t0uq “ hpΩ2q. Ceci établit

que hpΩ2q est ouvert dans M . Comme h est sur Ω2, la composée de ψ avec f´1 restreinte à ψpΩ2q ˆ t0u est
un homéomorphisme Ω2 Ñ hpΩ2q. Maintenant, supposons de plus h injective. Pour chaque a P Ω, il existe un
ouvert Ωa Ă Ω contenant a et un ouvert Va Ă Rn contenant hpaq tel que h soit un homéomorphisme entre Ωa
et Va X M . Posons V “

Ť

aPΩ

Va, c’est un ouvert de Rn et hpΩq “ M X V . De plus, h´1 est continue puisque

la continuité est une propriété locale, qui est vérifiée sur tous les M X Va et que ces ouverts de M recouvrent
M X V . Ainsi, h est un homéomorphisme entre Ω et l’ouvert M X V de M .

Par exemple, l’application t P R ÞÑ pcosptq, sinptqq P S1 Ă R2 est une paramétrisation locale de S1 et sa
restriction à chaque st, t` 2πr en est une paramétrisation. Pour tout graphe M “ tpx, fpxqq P Rd`1; x P Ωu où
f : Ω Ă Rd

Ñ R, l’application hpxq “ px, fpxqq est une paramétrisation de M . Cela se vérifie immédiatement,
sans invoquer la proposition précédente, vu que h´1 est la restriction à M de px, yq ÞÑ x.
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2.4 Exemples
Sphère : On note Sn :“ tx P Rn`1; x21 ` ¨ ¨ ¨ `x2n`1 “ 1u la sphère unité de Rn`1. On montre que c’est une

sous-variété C8 de Rn`1 de dimension n en considérant g : Rn`1
Ñ R;x ÞÑ x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n`1 ´ 1, de classe C8

telle que Sn “ g´1p0q. Puisque ∇xg “ p2x1, . . . , 2xn`1q ‰ 0 si x ‰ 0, g est une submersion sur Rn
zt0u Ą Sn

d’où le résultat.

Tore : Soit Tn
“ tx P R2n; x21 `x22 ´1 “ 0, . . . , x22n´1 `x22n´1 “ 0u “ S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆS1 Ă R2n. On prouve que

c’est une sous-variété de R2n de dimension n en considérant g : R2n
Ñ Rn;x ÞÑ px21`x22´1, . . . , x22n´1`x22n´1q

qui est une submersion sur R2n
zt0u Ą g´1p0q “ Tn.

Variété topologique mais pas sous-variété C1 : Soit M “ fpRq le support de l’arc paramétré fptq “

pt2, t3q P R2. L’ensemble Mzt0u est alors une sous-variété C8 de R2 de dimension 1 mais M n’est pas une
sous-variété C1.

En effet, M X ty ą 0u est le graphe de x ÞÑ x3{2 lisse sur Ω “ s0,`8r et de même, M X ty ă 0u est le
graphe de x ÞÑ ´x3{2, donc Mzt0u est bien une sous-variété C8 de dimension 1. Montrons que M n’est pas une
sous-variété. Le fait que f ne soit pas une immersion en 0 n’est pas conclusif. Par contradiction, supposons que
M soit une sous-variété, nécessairement de dimension 1. D’après la caractérisation (iv) du théorème 2.3.0.1, M
est au voisinage de p0, 0q un graphe de la forme tpx, F pxqq; x P Ωu ou tpF pyq, yq; y P Ωu pour F de classe C1

définie sur un voisinage Ω Ă R de 0. Dans la premier cas, M contiendrait des points px, F pxqq avec x ă 0, ce qui
est exclu car t2 ě 0. Considérons le deuxième cas. Si px, yq P M alors x3 “ y3, donc pF pyq, yq vérifie F 3pyq “ y2

près de y “ 0. Ainsi, F pyq “ y2{3 mais cette fonction n’est pas dérivable en 0.

Exercice 2.4.0.1 (Tore de révolution). Soit 0 ă a ă b. Soit A Ă R3 le cercle de R2
ˆt0u centré en 0 de

rayon b. Soit T Ă R3 l’ensemble des points à distance a de A (on dit que A est l’âme de T ). Prouver à l’aide
d’une submersion que T est une sous-variété de R3 de dimension 2 (on pourra exprimer que px, y, zq P T en
termes de r “

a

x2 ` y2 et z). Donner une paramétrisation de T (on pourra paramétrer le cercle de rayon a
centré en pb, 0, 0q dans le plan pxzq puis faire tourner autour de l’axe des z).

2.5 Espace tangent
Définition 2.5.0.1 (Espace tangent). Soit M une sous-variété de Rn et soit a P M . On dit que v P Rn est
tangent à M en a s’il existe une courbe différentiable c : s ´ ε, εr Ñ Rn contenue dans M telle que cp0q “ a et
c1p0q “ v. On appelle espace tangent à M en a l’ensemble TaM de ces vecteurs.

C’est l’ensemble des vecteurs vitesse en a des courbes de M passant par a.

Proposition 2.5.0.2 (L’espace tangent est un sous-espace vectoriel). Soit M une sous-variété de Rn

de dimension d et soit a P M , alors TaM est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d.

Démonstration. Par définition d’une sous-variété, il existe des ouverts U, V Ă Rn contenant a et 0 respec-
tivement et un difféomorphisme f : U Ñ V tel que fpM X Uq “ V X pRd

ˆt0uq. Il suffit de montrer que
TaM “ pdafq´1pRd

ˆt0uq.
‚ Commençons par montrer l’inclusion TaM Ă pdafq´1pRd

ˆt0uq, i.e. si v P TaM , alors dafpvq P Rd
ˆt0u. Soit

donc v P TaM et c : s ´ ε, εrÑ M une courbe différentiable telle que cp0q “ a et c1p0q “ v. On peut supposer
cps ´ ε, εrq Ă U , donc f ˝ c est bien définie. Elle est différentiable à valeurs dans Rd

ˆt0u, donc

dafpvq “ dcp0qfpc1p0qq “ pf ˝ cq1p0q P Rd
ˆt0u
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d’où la première inclusion.
‚ Réciproquement, soit w P Rd

ˆt0u, montrons que pdafq´1pwq P TaM , i.e. pdafq´1pwq “ c1p0q pour une courbe
à valeurs dans M telle que cp0q “ a. On sait que fpaq P V X pRd

ˆt0uq donc fpaq ` tw P V X pRd
ˆt0uq pour

tout t voisin de 0. On peut donc définir pour ε ą 0 assez petit une courbe différentiable c : s ´ ε, εrÑ M en
posant cptq “ f´1pfpaq ` twq. Elle vérifie cp0q “ a et c1p0q “ dfpaqf

´1pwq “ pdafq´1pwq comme voulu. Ainsi,
pdafq´1pwq P TaM ce qui donne l’inclusion pdafq´1pRd

ˆt0uq Ă TaM et l’égalité.

Exemple 2.5.0.3 (Cône positif). Soit M “ tpx, y, zq P R3; z ě 0, x2 ` y2 ´ z2 “ 0u. L’ensemble Mzt0u

est alors une sous-variété de dimension 2 mais M n’en est pas une. En effet, M “ g´1p0q pour g : R3
Ñ

R, px, y, zq ÞÑ x2 ` y2 ´ z2. Cette fonction est C8, de gradient ∇px,y,zqg “ p2x, 2y,´2zq ‰ 0 sur R3
zt0u “: U

donc g|U sa restriction à U est une submersion. Il s’ensuit que Mzt0u “ pMzt0uq X U “ pg|U q´1p0q est une
sous-variété de dimension 2. Montrons que M n’est pas une sous-variété de dimension 2.

Heuristique : M n’a pas d’espace tangent en 0 car il contient trois demi-droites aboutissant en 0 dont les
vecteurs vitesse sont indépendants. Si M était « lisse » en 0 on pourrait prolonger ces demi-droites dans M et
obtenir que T0M est de dimension ě 3, ce qui est absurde.

En effet, considérons les trois vecteurs indépendants u1 “ p0, 1,´1q, u2 “ p0,´1,´1q et u3 “ p1, 0,´1q et
les trois demi-droites t P s ´ 8, 0s ÞÑ ciptq “ tui contenues dans M . Supposons par contradiction qu’il existe un
voisinage ouvert U de 0 dans R3 et un difféomorphisme ϕ : U Ñ ϕpUq tel que ϕpM X Uq “ ϕpUq X pR2

ˆt0uq.
Pour t P s ´ ε, 0s, on a ciptq P M X U donc ϕpciptqq P ϕpUq X pR2

ˆt0uq. On prolonge ϕ ˝ ci sur s ´ ε, εr
par t ÞÑ ϕp0q ` td0ϕpuiq en une courbe αi contenue dans ϕpUq X pR2

ˆt0uq (pour ε petit) et différentiable.
s ´ ε, εr Q t ÞÑ rciptq :“ ϕ´1pαiptqq est alors différentiable, contenue dans M et vérifie rcip0q “ 0 et rc1

ip0q “ ui,
d’où la contradiction.

Une description locale de M via une submersion, une immersion ou un graphe induit une description de
TaM du même type via la différentielle de l’application :

Submersion : Soient U Ă Rn un voisinage de a et g : U Ñ Rn´d une submersion en a telle que U X M “

g´1p0q. On a alors
TaM “ Kerpdagq.

En effet, les sous-espaces vectoriels TaM et Kerpdagq ayant la même dimension, il suffit de vérifier que TaM Ă

Kerpdagq. De plus, si v P TaM est le vecteur vitesse en a d’une courbe c : s ´ ε, εr Ñ M , on a g ˝ cptq “ 0 pour t
voisin de 0, d’où

dag ¨ v “ dag ¨ c1p0q “ pg ˝ cq1p0q “ 0

et le résultat.

Submersion, cas des hypersurfaces pd “ n´ 1q : Si M est de dimension d “ n´ 1, alors g est à valeurs
dans R et dag ¨ v “ x∇ag, vy, donc

TaM “ Kerpdagq “ p∇agqK.

L’espace tangent est donc l’orthogonal du gradient de la submersion. Par exemple, en écrivant Sn “ g´1p0q

pour la submersion gpxq “ x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n`1 ´ 1 de Rn`1
zt0u dans R, on en déduit de ∇xg “ 2x que TxSn “ xK

pour tout x P Sn.
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Revenons au cas général où g “ pg1, . . . , gn´dq, alors Kerpdagq “
Ş

i Kerpdagiq, donc

TaM “ p∇ag1qK X ¨ ¨ ¨ X p∇agn´dqK.

Immersion : Soit a P M et soit h : Ω Ă Rd
Ñ Rn une paramétrisation de M telle que a P hpΩq. On peut

supposer que a “ hp0q. On a alors
TaM “ d0hpRd

q.

En effet, puisque dah est injective, dimpd0hpRd
qq “ d donc il suffit de montrer l’inclusion TaM Ą d0hpRd

q.
Soit v P Rd, pour t voisin de 0 la courbe t ÞÑ cptq “ hptvq P Rn est définie, différentiable, contenue dans M et
cp0q “ a donc d0h ¨ v “ c1p0q P TaM . L’image de la base canonique pe1, . . . , edq de Rd par d0h munit TaM de la
base

ˆ

Bh

Bx1
p0q, . . . ,

Bh

Bxd
p0q

˙

formée des dérivées partielles (on rappelle que dah ¨ ei “ Bh
Bxi

), souvent utilisée.

Graphe : Soit U un voisinage de a dans Rn, une identification par un automorphisme linéaire Rn
“

Rd
ˆRn´d, un ouvert V de Rd et f : V Ñ Rn´d une application de classe Ck telle que U X M “ tpx, fpxqq P

Rd
ˆRn´d; x P V u. Supposons que a “ px0, fpx0qq, alors

TaM “ tpw, dx0f ¨ wq P Rd
ˆRn´d; w P Rd

u “ Graphepdx0fq.

En effet, pour tout vecteur w P Rd, la courbe t ÞÑ px0 ` tw, fpx0 ` twqq P Rd
ˆRn´d est contenue dans M (t

petit), différentiable dans Rn de vecteur vitesse en a égal à v “ pw, dx0f ¨ wq. Ceci montre que TaM contient
le graphe de dx0

f . Comme le graphe d’une application linéaire définie sur Rd est un sous-espace vectoriel de
dimension d, on a égalité.

2.6 Extrémas liés
On cherche les extrémas de F : M Ñ R lisse au voisinage de M . Heuristiquement, la « différentielle » dapF|M q

devrait s’annuler en l’extréma a. Cela fonctionne en calculant dapF|M q comme pdaF q|TaM .

Définition 2.6.0.1 (Point critique). Soient M une sous-variété de Rn et F une fonction différentiable à
valeurs dans R définie sur un voisinage de M . On dit que a P M est un point critique de F|M si daF “ 0 sur
TaM .

Théorème 2.6.0.2 (Extrémas liés). Soient M une sous-variété de Rn de dimension d et F une fonction
différentiable à valeurs dans R définie sur un voisinage de M .
(i) Si F|M admet un extréma local en a, alors a est un point critique de F|M .
(ii) Si g “ pg1, . . . , gn´dq est une submersion telle que M “ g´1p0q au voisinage de a P M , alors a est un point
critique de F|M si et seulement si il existe pλ1, . . . , λn´dq P Rn´d tels que

daF “ λ1dag1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn´ddagn´d.

Les réels λi sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration. (i) Soit v P TaM et t ÞÑ cptq une courbe tracée sur M telle que cp0q “ a et c1p0q “ v. La fonction
d’une variable t ÞÑ F ˝ cptq admet un extremum local en t “ 0 donc 0 “ pF ˝ cq1p0q “ dcp0qF ¨ c1p0q “ daF ¨ v.
Ceci prouve que daF “ 0 sur TaM , comme voulu.
(ii) g étant une submersion, les formes linéaires dag1, . . . , dagn´d sont linéairement indépendantes donc daF “

λ1dag1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn´ddagn´d équivaut à rgpdag1, . . . , dagn´d, daF q “ n ´ d. Soit a un point critique de F|M i.e.
daF pTaMq “ 0. Puisque TaM “ Kerpdagq, l’application linéaire Rn

Ñ Rn´d`1 définie par

v ÞÑ pdag1v, . . . , dagn´dv, daFvq

est de noyau TaM d-dimensionnel donc de rang n ´ d comme voulu. La réciproque est immédiate : si daF “

λ1dag1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn´ddagn´d est vraie, alors daF “ 0 sur TaM puisque dagpTaMq “ 0.

Extrémas liés, cas d’une hypersurface (d “ n ´ 1) : On a alors daF “ λ1dag1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn´ddagn´d

équivaut à ∇aF colinéaire à ∇ag. Comme p∇agqK “ TaM , cela équivaut à ∇aF normal à TaM . On en déduit

a point critique de F|M ô ∇aFKTaM .
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3 Étude métrique locale des surfaces de R3

On étudie la géométrie locale des surfaces Σ Ă R3, qu’on essaye d’appréhender via une paramétrisation
f : U Ă R2

Ñ Σ. On pense à U comme à « une carte » de Σ sur laquelle mesurer diverses quantités géo-
métriques : longueur de courbes, angles de vecteurs tangents, aire de domaines, courbure(s). Comme f n’est
pas une isométrie, pour que les mesures dans U reflètent la géométrie de Σ, on remplace en chaque x P U le
produit scalaire de R2 par un produit scalaire dépendant de x, obtenu via f . L’objet obtenu est une métrique
Riemannienne sur U . Dans tout ce chapitre, on supposera que pU, fq est une paramétrisation de Σ au voisinage
des points étudiés.

3.1 Première forme fondamentale
3.1.1 Rappels sur les produits scalaires

Produit scalaire : Sur un R-espace vectoriel E, l’application b : E ˆ E Ñ R est bilinéaire symétrique
et définie positive pbpx, xq ą 0 pour tout x ‰ 0q. Si E a pour base e “ pe1, . . . , enq, la matrice symétrique
M “ Mpbqe “ pbpei, ejqq1ďi,jďn (dite matrice de Gram) détermine le produit scalaire via

bpx, yq “ b

ˆ

ÿ

i

xiei,
ÿ

j

yjej

˙

“
ÿ

i,j

xiyjbpei, ejq “ px1, . . . , xnq ¨M ¨

˜

y1

...
yn

¸

“ trxseM ryse.

Tiré en arrière ou image réciproque : Étant donnés L : E Ñ F linéaire injective et bF un produit
scalaire sur F , on obtient un produit scalaire sur E, le tiré en arrière ou image réciproque L˚bF de bF par L,
en poussant les vecteurs :

p@x, y P Eq pL˚bF qpx, yq :“ bF pLx,Lyq.

L’application L : pE,L˚bF q Ñ pF, bF q est alors isométrique. Appliqué en a P U à daf : R2
Ñ pR3, x¨, ¨yq

linéaire injective, on obtient un produit scalaire ga :“ daf
˚ x¨, ¨y sur R2 (dépendant de a et de f). Comme

dafpR2
q “ TfpaqΣ Ă R3, cela revient à tirer en arrière la restriction de x¨, ¨y à TfpaqΣ. On commence par étudier

cette restriction.

3.1.2 Première forme fondamentale, expression locale

Définition 3.1.2.1 (Première forme fondamentale). La première forme fondamentale en p P Σ, notée Ip,
est le produit scalaire sur TpΣ défini par :

p@X,Y P TpΣq IppX,Y q “ xX,Y y.

Soit x P U tel que fpxq “ p, alors dxf : R2
Ñ TpΣ est un isomorphisme. Soit e “ pe1, e2q une base de R2 et

soit px1, x2q les coordonnées de x dans cette base. On a alors que pdxfpe1q, dxfpe2qq “ pB1fpxq, B2fpxqq “: dxfpeq
est une base de TfpxqΣ. La matrice de Gram de Ifpxq dans cette base est

Mf,epxq “

´

xB1f,B1fy xB1f,B2fy

xB2f,B1fy xB2f,B2fy

¯

P M2pRq.

Définition 3.1.2.2. L’application x P U ÞÑ Mf,epxq P M2pRq qui associe x à la matrice de Gram de Ifpxq dans
pB1fpxq, B2fpxqq est appelée expression de la première forme fondamentale dans les coordonnées pU, fq.

Elle dépend de f et e mais pourra être notée Mpxq s’il n’y a pas d’ambiguïté. Synthétiquement :

Mpxq “ tJxf ¨ Jxf (3.1)

que l’on peut vérifier en exercice.
Pour x P U on définit gx :“ pdxfq˚ Ifpxq “ pdxfq˚ x¨, ¨y le tiré en arrière de Ifpxq par dxf . C’est le pro-

duit scalaire sur R2 défini par gxpX,Y q “ xdxf ¨ X, dxf ¨ Y y. Puisque dxfpeiq “ Bifpxq on a gxpei, ejq “

xdxfpeiq, dxfpejqy “ xBif, Bjfy, donc Mpgxqe “ Mf,epxq. C’est normal puisque dxf : pR2, gxq Ñ pTfpxqΣ, Ifpxqq

est une isométrie envoyant base sur base. L’application lisse x P U ÞÑ gx est une métrique Riemannienne sur U
et le couple pU, gq est un exemple 3 de variété Riemannienne.

3. Plus généralement, une variété Riemanienne de dimension n est une variété différentiable de dimension n munie de paramé-
trisation pUi, fiq, avec Ui Ă Rn munies de métriques Riemanniennes gi, telles que les changements de paramétrage ϕi,j “ f´1

j ˝ fi
sont lisses et vérifient pdϕi,jq˚gj “ gi en chaque point.
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Exemple 3.1.2.3. La paramétrisation de S2 en coordonnées sphériques est définie par f : s´π, πrˆs´π{2, π{2rÑ

S2 tel que fpθ, ψq “ pcospθq cospψq, sinpθq cospψq, sinpψqq. On appelle θ la longitude et ψ la latitude. Les courbes
θ ÞÑ pθ, ψ0q représentent les parallèles et ψ ÞÑ pθ0, ψq les méridiens. L’équateur correspondant à ψ “ 0.

On a

Jpθ,ψqf “

ˆ

´ sinpθq cospψq ´ cospθq sinpψq

cospθq cospψq ´ sinpθq sinpψq

0 cospψq

˙

“ p Bθf Bψf q et Mpθ, ψq “

´

cos2pψq 0
0 1

¯

.

Exercice 3.1.2.4. Calculer l’expression de la première forme fondamentale d’un graphe

Σ “ tpu, v, hpu, vq; pu, vq P U Ă R2
u

paramétrisé par fpu, vq “ pu, v, hpu, vqq.

Lemme 3.1.2.5 (Changement de paramétrisation). Soient pU, fq et p rU, rfq deux paramétrisations de Σ

telles que rf “ f ˝ ϕ où ϕ est différentiable et soit e une base de R2. On a alors

M
rf,epxq “ tJxϕ ¨Mf,epϕpxqq ¨ Jxϕ.

Démonstration. Puisque Jxpf ˝ ϕq “ Jϕpxqf ¨ Jxϕ, on a

M
rf,epxq “ tJx rf ¨ Jx rf “ tpJϕpxqf ¨ Jxϕq ¨ pJϕpxqf ¨ Jxϕq

“ tJxϕ ¨ tJϕpxqf ¨ Jϕpxqf ¨ Jxϕ “ tJxϕ ¨Mf,epϕpxqq ¨ Jxϕ.

On pourra toujours poser ϕ :“ f´1 ˝ rf et la supposer différentiable car :

Lemme 3.1.2.6. Si pU, fq et p rU, rfq sont deux paramétrisations de Σ telles fpUq X rfp rUq ‰ ∅, alors ϕ :“

f´1 ˝ rf : rU X f´1pUq Ñ U X rfp rUq est un difféomorphisme.

Démonstration. D’une part, ϕ est un homéomorphisme comme composée d’homéomorphismes. Démontrons la
différentiabilité de ϕ, celle de ϕ´1 s’obtenant par symétrie. Par redressement des immersions 2.2.0.2, il existe un
difféomorphisme ψ entre ouverts de R3 tel que localement ψ ˝ fpxq “ px, 0q P R2

ˆR. Ainsi, pr1 ˝ψ ˝ fpxq “ x

et f´1 “ ppr1 ˝ψq|Σ localement. On a alors localement que f´1 ˝ rf “ pr1 ˝ψ ˝ rf est une composée d’applications
différentiables donc est différentiable. En restreignant U et rU on peut supposer que fpUq “ rfp rUq.
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3.1.3 Longueur, distance intrinsèque, angles

Longueur : La longueur de γ : ra, bs Ñ Σ lisse par morceaux est sa longueur usuelle dans R3, soit ℓpγq “
şb

a
}γ1ptq}dt. On peut la calculer via la paramétrisation pU, fq (on dit travailler « dans les coordonnées pU, fq »)

en termes de β :“ f´1 ˝ γ : ra, bs Ñ U . En écrivant γ1ptq “ dβptqf ¨ β1ptq, il vient

ℓpγq “

ż b

a

a

xγ1ptq, γ1ptqydt “

ż b

a

b

xdβptqf ¨ β1ptq, dβptqf ¨ β1ptqydt

“

ż b

a

b

gβptqpβ1ptq, β1ptqqdt “

ż b

a

a

trβ1ptqse ¨Mpβptqq ¨ rβ1ptqse dt.

Distance intrinsèque : L’infimum des longueurs sur Σ permet de définir une distance, la distance intrin-
sèque.

Définition 3.1.3.1 (Distance intrinsèque). Soit Σ Ă R3 une surface connexe. Étant donné p, q P Σ, on
définit dΣpp, qq :“ inftℓpγq; γ courbe sur Σ joignant p à qu. On appelle dΣ la distance intrinsèque de Σ. La
distance extrinsèque est définie par dpp, qq “ }p´ q}.

Clairement, dΣ est symétrique, satisfait l’inégalité triangulaire et dΣpp, qq ě dpp, qq. En particulier p ‰ q ñ

dΣpp, qq ą 0 donc dΣ est bien une distance. Quelques questions naturelles peuvent se poser :
‚ Calculer dΣpp, qq.
‚ Existe-t-il un plus court chemin dans Σ de p à q, i.e. de longueur dΣpp, qq ?
‚ Quand a-t-on unicité de ce chemin ?

Définition 3.1.3.2 (Géodésique I : courbe localement minimisante). Un arc pI, cq sur Σ paramétré à
vitesse constante est une géodésique si tout t P I admet un voisinage J Ă I tel que ℓpc|rs,s1sq “ dΣpcpsq, cps1qq

pour tout s, s1 P J .

On prouve en section 3.3 l’existence et l’unicité locale des géodésiques. Voyons un exemple de travail dans
les coordonnées pU, fq pour l’étude des géodésiques de S2.

Lemme 3.1.3.3 (Les géodésiques de S2 sont les grands cercles). Les géodésiques de S2 sont les arcs de
grand cercle, i.e. l’intersection de S2 avec un plan vectoriel et dS2pp, qq “ =pp, qq l’angle des vecteurs p, q P R3.

Démonstration. L’argument pour montrer qu’une géodésique est un arc de grand cercle est local, il suffit de
considérer des points proches. On travaille dans les coordonnées sphériques pU, fq définie dans l’exemple 3.1.2.3.
Quitte à changer de repère, ou appliquer une isométrie, on étudie deux points p “ fp0, ψ1q et q “ fp0, ψ2q sur
un méridien et on suppose ψ1, ψ2 P r´π{16, π{16s. Montrons que l’arc de méridien cptq “ fp0, ψ1 ` tpψ2 ´ ψ1qq

avec t P r0, 1s, est minimisant et que c’est l’unique courbe minimisante paramétrée à vitesse constante sur r0, 1s.
Soit γ : r0, 1s Ñ Σ joignant p à q sur Σ, paramétrée à vitesse constante. Supposons d’abord γ Ă fpU 1q, avec
U 1 “ s ´ π{4, π{4rˆs ´ π{4, π{4r Ă U et écrivons βptq “ f´1 ˝ γptq “ pθptq, ψptqq : ra, bs Ñ U 1, joignant p0, ψ1q à
p0, ψ2q.
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En utilisant 3.1.3 et les calculs faits dans l’exemple 3.1.2.3 :

ℓpγq “

ż 1

0

c

pθ1, ψ1q

´

cos2pψq 0
0 1

¯ ´

θ1

ψ1

¯

dt “

ż 1

0

a

cos2pψqθ12 ` ψ12 dt

ě

ż 1

0

a

ψ12 dt “

ż 1

0

|ψ1| dt ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ψ1 dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |ψ2 ´ ψ1| “ ℓpcq.

Ceci montre que l’arc de méridien est minimisant parmi les courbes contenues dans fpU 1q. La première inégalité
est stricte si θ1 ‰ 0. Si γ est minimisante, on a donc θ1 “ 0, donc θ “ 0, donc γ “ c. Si γ sort de fpU 1q,
soit t1 P s0, 1s le premier temps où γpt1q est au bord du domaine. Écrivons γptq “ fpβptqq sur r0, t1s. Si
βpt1q “ pθpt1q,˘π{4q, le calcul précédent montre que ℓpγq ě | ˘ π{4 ´ ψ1| ě π{4 ´ π{16 ě π{8 ą ℓpcq. Sinon,
βpt1q “ p˘π{4, ψpt1qq et en utilisant cospψq ě 1{2 sur r0, t1s (car |ψ| ď π{4 ď π{3q on obtient de la deuxième
égalité que ℓpγq ě 1{2 ˆ

şt1
a

|θ1|dt ě 1{2 ˆ π{4 “ π{8 ą ℓpcq.

Remarque 3.1.3.4. On appelle coordonnées géodésiques une paramétrisation pU, fq dont l’expression de la
première forme fondamentale est

Mf pu, vq “

´

J2
pu,vq 0
0 1

¯

ou Mf pu, vq “

´

1 0
0 J2

pu,vq

¯

avec J ą 0.

La démonstration du lemme 3.1.3.3 prouve que v ÞÑ fpu0, vq, resp. u ÞÑ fpu, v0q, sont des géodésiques de Σ
et sont les uniques courbes minimisantes dans fpUq. On démontre en section 3.3 l’existence de coordonnées
géodésiques sur toute surface.

Angles : On rappelle que l’angle de deux vecteurs X,Y P R3
zt0u est =pX,Y q “ arccos

`

xX,Y y

}X}}Y }

˘

. Si
X,Y P TfpaqΣ sont les images de V,W P R2 par daf , on a alors xX,Y y “ xdafpV q, dafpW qy “ gapV,W q, donc

=pX,Y q “ arccos

ˆ

gapV,W q

gapV, V q1{2gapW,W q1{2

˙

“ arccos

ˆ

tVMpaqW
a

tVMpaqV
a

tWMpaqW

˙

. (3.2)

Coordonnées conformes ou isothermes : On vérifie facilement que deux produits scalaires définissent
les mêmes angles si et seulement si ils sont proportionnels. Il s’ensuit que les angles mesurés dans pU, fq par
(3.2) sont les angles de R2 si et seulement si Mf p¨q “ J2p¨q p 1 0

0 1 q où Jp¨q ą 0. De telles coordonnées sont dites
conformes ou isothermes. On comprend l’intérêt pratique d’une telle paramétrisation. Elles existent également
sur toute surface.

Coordonnées isométriques ? On peut se demander s’il existe des coordonnées pU, fq dans lesquelles les
longueurs mesurées sont celles de R2. Cela revient à dire que pΣ, dΣq est localement isométrique à R2 et aussi
que Mf “ p 1 0

0 1 q. Le Theorema Egregium (« théorème excellent ») de Gauss, prouvé en section 3.4, donne une
obstruction à cela, ce qui impliquera par exemple que la sphère n’est pas localement isométrique à R2.

3.1.4 Aires

Soit D Ă Σ un domaine relativement compact tel que f´1pDq Ă U .

Définition 3.1.4.1 (Aire). On appelle aire de D l’intégrale

ApDq “

ż

f´1pDq

b

detpMf pu, vqqdudv. (3.3)
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Il ne saute pas aux yeux que (3.3) mesure bien une aire, on le justifie dans la proposition 3.1.4.2 ci-dessous.
On vérifie d’abord que (3.3) ne dépend pas de la paramétrisation. Si rf “ f ˝ϕ, on a en utilisant le lemme 3.1.3.3
que

ż

rf´1pDq

b

detpM
rf qdudv “

ż

rf´1pDq

b

detptJϕ ¨Mf ˝ ϕ ¨ Jϕqdudv

“

ż

ϕ´1˝f´1pDq

|detpJϕq|

b

detpMf ˝ ϕqdudv

“

ż

f´1pDq

b

detpMf qdudv

d’après la formule de changement de variable. On justifie (3.3) en calculant le volume d’un épaississement normal
Vt de D, défini comme suit : on pose Ω “ f´1pDq, ν “

Buf^Bvf
}Buf^Bvf}

sur Ω et pour t ě 0, Vt :“ F pΩ ˆ r´t, tsq où
F px, tq “ fpxq ` tνpxq sur U ˆ R. On peut estimer (3.3) satisfaisante si elle vérifie

volpVtq :“

ż

Vt

dx1 dx2 dx3 “ 2tApDq ` optq

ou de manière équivalente si ApDq “ lim
tÑ0

volpVtq
2t . C’est bien le cas :

Proposition 3.1.4.2. On a

volpVtq “ 2t

ż

Ω

b

detpMf pu, vqqdudv ` Ct3.

Démonstration. Démontrons d’abord que F : Ω ˆ r´t, ts Ñ Vt est un difféomorphisme pour t ą 0 assez petit.
En px, tq “ px1, x2, tq P Ω ˆ r´t, ts on a

Jpx,tqF “ pJxf ` tJxν νq “ pB1f ` tB1ν B2f ` tB2f νq. (3.4)

En particulier Jpx,0qF “ pJxf νq est inversible pour tout x P Ω. Par inversion locale et compacité de Ω, il existe
un recouvrement ouvert fini pUiqiPrr1,jss de Ω et T ą 0 tel que la restriction de F sur Ωˆ r´t, ts pour t ą 0 assez
petit. Sinon, il existe deux suites xk, x1

k P Ω et tk, t1k Ñ 0 telles que F pxk, tkq “ F px1
k, t

1
kq et pxk, tkq ‰ px1

k, t
1
kq.

Quitte à extraite des sous-suites on peut supposer xk, x1
k Ñ x8, x

1
8 P Ω quand k Ñ 8. Si x8 “ x1

8, alors il
existe un Ui contenant x8 “ x1

8 et donc pxk, tkq et px1
k, t

1
kq appartiennent à Ui ˆ r´T, T s pour k assez grand.

Ceci contredit l’injectivité de F sur ce domaine, donc x8 ‰ x1
8. Mais alors, par passage à la limite dans l’égalité

F pxk, tkq “ F px1
k, t

1
kq, on obtient F px8, 0q “ F px1

8, 0q “ fpx8q “ fpx1
8q. Ceci contredit l’injectivité de f sur

U . On a donc prouvé que F : Ω ˆ r´t, ts Ñ Vt est injective et est un difféomorphisme local, c’est donc un
difféomorphisme. Calculons detpJpx,tqF q en utilisant la multilinéarité du déterminant sur l’expression (3.4). En
notant detpAq “ |A| on a

|Jpx,tqF | “ |B1f B2f ν| ` t|B1f B2ν ν| ` t|B2f B1ν ν| ` t2|B1ν B2ν ν|

“ |Jpx,0qF | ` tA1pxq ` t2A2pxq.

Or, |Jpx,0qF | “
a

Mf pxq. En effet en utilisant xBif, νy “ 0 et (3.1), on a

tJpx,0qF ¨ Jpx,0qF “

´

tJxf ¨Jxf 0
0 1

¯

“

´

Mf pxq 0
0 1

¯

.

d’où l’assertion en utilisant |tAA| “ |A|2. On calcule alors volpVtq via la formule de changement de variable,
pour t ą 0 petit et le théorème de Fubini :

volpVtq “

ż

Vt“F pΩˆr´t,tsq

dx1 dx2 dx3 “

ż

Ωˆr´t,ts

|Jpx,sqF |dxds

“

ż t

´t

ˆ
ż

Ω

|Jpx,0qF | ` sA1pxq ` s2A2pxqdx

˙

ds

“ 2t

ż

Ω

|Jpx,0qF |dx`

ż t

´t

psB1 ` s2B2qds

ˆ

Bi “

ż

Ω

Aipxqdx P R

˙

“ 2t

ż

Ω

|Mf pxq|1{2 dx` Ct3.

Exercice 3.1.4.3. (1) Calculer l’aire de S2.
(2) En utilisant xx^ y, zy “ detpx, y, zq, démontrer que

ApDq “

ż

f´1pDq

}Buf ^ Bvf} dudv.
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3.2 Courbures
On va définir des courbures en mesurant de combien « tourne » un vecteur unitaire normal à Σ lorsqu’on le

déplace. Il nous faut une notion de normale unitaire « différentiable » sur Σ.

3.2.1 Application de Gauss

Définition 3.2.1.1 (Application de Gauss). Une application N : Σ Ñ R3 est une application de Gauss si :
(i) pour tout p P Σ, on a NppqKTpΣ et }Nppq} “ 1 ;
(ii) pour toute paramétrisation pU, fq de Σ, l’application N ˝ f : U Ñ R3 est différentiable.

La seconde condition exprime la différentiabilité de la normale unitaire via des paramétrisations. En parti-
culier, N est continue sur Σ.

Observons qu’il suffit que (ii) soit satisfaite pour une famille pUi, fiq de paramétrisations dont les ouverts
fpUiq recouvrent Σ. En effet, pour une paramétrisation pU, fq quelconque, les composées ϕi :“ f´1

i ˝ f définies
sur les ouverts adéquats sont différentiables (cf. lemme 3.1.2.6) et N ˝ f “ N ˝ fi ˝ ϕi est donc différentiable.

L’existence d’une application de Gauss n’est pas garantie sur Σ quelconque. Lorsque Σ “ fpUq, il en existe
au moins une : Nf :“ νf ˝ f´1 où

νf pxq :“
Buf ^ Bvf

}Buf ^ Bvf}
.

En effet, νf pxq est unitaire, normal à TfpxqΣ et Nf ˝ f “ νf est différentiable. Si de plus Σ est connexe, il
existe exactement deux applications de Gauss : ˘Nf . En effet, soit N une application de Gauss et p “ fpxq P Σ
alors Nppq P R νf pxq puisque NppqKTpΣ, de même que νf pxq et comme }Nppq} “ 1 on a Nppq “ ˘νf pxq ; par
continuité de x ÞÑ xN ˝fpxq, νf pxqy P t´1, 1u et connexité de U , xN ˝f, νf y est constant sur U , donc N ˝f “ νf
ou N ˝ f “ ´νf .

Lemme 3.2.1.2 (Changement d’orientation). Si p rU, rfq est une paramétrisation de Σ telle que rf “ f ˝ ϕ,
alors

ν
rf pxq “ signpdetpJxϕqqνf pϕpxqq.

Par conséquent, Nf “ signpdetpJϕqqN
rf . On dit que p rU, rfq et pU, fq définissent la même orientation sur Σ si

detpJϕq ą 0.

Démonstration. Notant ϕpu1, v1q “ pu, vq on a Jxϕ “

´

Bu1u Bv1u
Bu1v Bv1v

¯

pxq “
`

a b
c d

˘

. Puisque Jpu1,v1q
rf “ Jpu,vqf ¨

Jpu1,v1qϕ on a pBu1 rf Bv1 rfq “ pBuf Bvfq

´

Bu1u Bv1u
Bu1v Bv1v

¯

, d’où en x,

Bu1 rfpxq “ paBuf ` cBvfqpϕpxqq

Bv1 rfpxq “ pbBuf ` dBvfqpϕpxqq.

En utilisant la bilinéarité et l’antisymétrie du produit vectoriel, on obtient

Bu1 rf ^ Bv1 rf “ pad´ bcqpBuf ^ Bvfq ˝ ϕ.

En particulier, si rfpu, vq “ fpv, uq, on a N
rf “ ´Nf .

Exemple 3.2.1.3. Sur la sphère unité S2 Ă R3, Npxq “ x et Npxq “ ´x sont les deux applications de Gauss,
définies globalement. Sur le cylindre S1 ˆ R, l’application Npx, tq “ px, 0q est de Gauss, globale également.

Surface non orientable (Culture générale) : Lorsqu’une surface Σ nécessite plusieurs paramétrisations
pUi, fiq pour la décrire, l’existence d’une application de Gauss sur Σ équivaut à pouvoir choisir les fi pour
Nfi “ Nfj sur les intersections fipUiq X fjpUjq. Au vu du lemme 3.2.1.2 cela équivaut à la positivité de tous les
déterminants detpJpf´1

j ˝ fjqq. Une surface recouverte par de telles paramétrisations pUi, fiq est dite orientable.
Choisir une telle famille pUi, fiq, ou une application de Gauss, définit une orientation de la surface. Il existe des
surfaces non orientables ! La plus fameuse est le ruban de Moëbius :



Géométrie Différentielle 1, Licence 3ème année 35

Cette surface n’est pas orientable car elle n’a pas d’application de Gauss. En effet, on peut trouver un chemin
continu de vecteurs unitaires normal à Σ parcourant le ruban et revenant à son point de départ « à l’opposé » :
formellement il existe c : r0, 1s Ñ Σ ˆ S2 continue, cptq “ ppptq, nptqq telle que pp0q “ pp1q, nptqKTpptqΣ et
np0q “ ´np1q. S’il existait une application de Gauss N sur Σ, la fonction t ÞÑ xNppptqq, nptqy P t´1, 1u serait
continue donc constante. C’est impossible car Nppp0qq “ Nppp1qq mais np0q “ ´np1q.

Comme on s’intéresse à la géométrie locale des surfaces, on pourra supposer que Σ “ fpUq et donc qu’il
existe une application de Gauss.

3.2.2 Endomorphisme de Weingarten, seconde forme fondamentale

Maintenant on mesure de combien « tourne » N lorsqu’on le déplace sur Σ. Formellement :

Définition 3.2.2.1 (Différentielle de l’application de Gauss). La différentielle en p P Σ de l’application
de Gauss est l’application dpN : TpΣ Ñ R3 définie par

dpN ¨X “ pN ˝ cq1p0q (3.5)

où c est une courbe sur Σ telle que cp0q “ p et c1p0q “ X.

Vérifions que (3.5) ne dépend pas de c : avec N ˝ cptq “ ν ˝ f´1 ˝ c et x “ f´1ppq on voit que

pN ˝ cq1p0q “ dxνpdxfq´1c1p0q

dépend seulement de c1p0q “ X, pas de c. De plus, on a obtenu l’identité

dpN “ dxνpdxfq´1 (3.6)

prouvant que dpN est linéaire. On a même mieux :

Proposition 3.2.2.2 (La différentielle dpN est symétrique). La différentielle dpN de l’application de
Gauss stabilise TpΣ. De plus, dpN : TpΣ Ñ TpΣ est un endomorphisme symétrique, au sens que pour tous
X,Y P TpΣ,

IppdpN ¨X,Y q “ IppX, dpN ¨ Y q.

Démonstration. Montrons d’abord que dpNpTpΣq Ă TpΣ. Soit X P TpΣ et c une courbe sur Σ telle que
c1p0q “ X. Notant Nptq “ N ˝ cptq et dérivant l’égalité xNptq, Nptqy “ 1, il vient que xN 1p0q, Np0qy “ 0 d’où
N 1p0q est orthogonal à Np0q, donc N 1p0q P TpΣ. Il reste à voir la symétrie. Il suffit de la vérifier dans la base
pBuf, Bvfq de TpΣ, c’est-à-dire vérifier que

IppdpN ¨ Buf, Bvfq “ IppBuf, dpN ¨ Bvfq.

Ici, pu, vq sont les coordonnées dans une base e “ pe1, e2q de R2. Notons que

dpN ¨ Buf “ dxν ¨ pdxfq´1Buf “ dxνpe1q “ Buν (3.7)

dpN ¨ Bvf “ Bvν (3.8)

donc
IppdpN ¨ Buf, Bvfq “ xBuν, Bvfy (3.9)

il faut donc montrer que
xBuν, Bvfy “ xBuf, Bvνy. (3.10)
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Puisque νpxqKTfpxqΣ pour tout x P U , on a xν, Bvfy “ 0 “ xν, Bufy sur U . En dérivant et par bilinéarité du
produit scalaire, on déduit

0 “
B

Bu
xν, Bvfy “

B

B

Bu
ν, Bvf

F

`

B

ν,
B

Bu

ˆ

Bf

Bv

˙ F

(3.11)

0 “
B

Bv
xν, Bufy “

B

B

Bv
ν, Buf

F

`

B

ν,
B

Bv

ˆ

Bf

Bu

˙ F

(3.12)

Or B
Bu

´

Bf
Bv

¯

“ B
Bv

´

Bf
Bu

¯

d’après le théorème de Schwarz, donc (3.11) (3.12) impliquent que

B

B

Bu
ν, Bvf

F

“

B

B

Bv
ν, Bvf

F

(3.13)

d’où (3.10) par symétrie du produit scalaire.

Définition 3.2.2.3 (Endomorphisme de Weingarten, seconde forme). On appelle endomorphisme de
Weingarten l’endomorphisme symétrique

Wp “ ´dpN : TpΣ Ñ TpΣ.

On appelle seconde forme fondamentale la forme bilinéaire symétrique sur TpΣ :

IIppX,Y q “ IppWpX,Y q “ Ipp´dpN ¨X,Y q.

L’endomorphisme Wp dépend de l’orientation choisie pour N : si N est remplacé par ´N , alors Wp est
remplacé par ´Wp et de même, IIp remplacé par ´ IIp. Via une paramétrisation, on peut calculer la matrice
d’endomorphisme de Wp dans la base pBuf, Bvfq de TpΣ grâce aux relations (3.7) et (3.8) en exprimant Buν et
Bvν dans cette base. Cette matrice est symétrique si la base est orthonormée mais pas nécessairement sinon. La
seconde forme fondamentale est symétrique, mais pas nécessairement définie et positive. Sa matrice de forme
bilinéaire est bien entendue symétrique dans toute base.

Exemple 3.2.2.4. Sur S2 munie de l’application de Gauss Npxq “ x, on a dxN “ IdTxS2 donc Wx “ ´ IdTxS2 .
En effet

dxN ¨ c1p0q “
d

dt |t“0
Npcptqq “

d

dt |t“0
cptq “ c1p0q.

Exemple 3.2.2.5. Sur le cylindre S1 ˆ R muni de Npx, tq “ px, 0q on trouve dpx,tqNpX,T q “ pX, 0q pour tout
X P TxS

1 et T P R. En paramétrisant le cylindre par fpu, vq “ pcospuq, sinpuq, vq, on a

Jf “ pBuf Bvfq “

ˆ

´ sinpuq 0
cospuq 0

0 1

˙

ν “ pcospuq, sinpuq, 0q Jν “ pBuν Bvνq “

ˆ

´ sinpuq 0
cospuq 0

0 0

˙

On a ainsi dpN ¨ Buf “ Buν “ Buf et dpN ¨ Bvf “ Bvν “ 0, donc la matrice de Wp “ ´dpN dans la base
pBuf, Bvfq est

`

´1 0
0 0

˘

.
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Proposition 3.2.2.6 (La seconde forme mesure l’accélération normale). Soit c une courbe lisse tracée
sur Σ, alors en p “ cptq

IIcpc
1, c1q “ xc2, N ˝ cy.

Démonstration. Puisque c est tracée sur Σ, on a xc1, N ˝ cy “ 0 identiquement, d’où en dérivant xc2, N ˝ cy `

xc1, dcN ¨ c1y “ 0.

En décomposant l’accélération c2 en une partie c2
T P TcΣ tangente à Σ et une partie normale colinéaire à N

on a
c2 “ c2

T ` xc2, NyN “ c2
T ` IIcpc

1, c1qN (3.14)

donc IIcptqpc1ptq, c1ptqq est la composante normale de c2ptq. Étant donné X P TpΣ, toute courbe de Σ vé-
rifiant c1ptq “ X aura la même accélération normale IIppX,Xq en p. C’est une contrainte d’accélération
normale que Σ impose à ses courbes. Si }c1} “ 1, on a }c2} “ K donc (3.14) et Pythagore disent que
Kpcpsqq ě | IIcpsqpc1psq, c1psqq|. La seconde forme fondamentale mesure donc un minimum de courbure que la sur-
face impose à ses courbes. Il arrive qu’on note KN “ IIppc1, c1q la courbure normale de c en p. Une question natu-
relle est de comprendre les courbes de Σ "les moins courbées", c’est-à-dire vérifiant Kpcpsqq “ | IIcpsqpc1psq, c1psqq|

ou de manière équivalente c2
T “ 0, i.e. c2KTcΣ. Ce sont les courbes "à accélération nulle dans Σ" qui sont l’ana-

logue dans Σ des droites de Rn. On prouve dans le théorème 3.3.2.7 que ce sont exactement les géodésiques !

Que dit le signe de IIppX,Xq ? Le signe de IIppc1, c1q renseigne sur la position de c par rapport au plan
tangent. En effet un développement limité et (3.14) donne en p “ cp0q, en notant X “ c1p0q :

cptq “ p` tc1p0q `
t2

2
c2
T p0q `

t2

2
IIppX,XqNppq ` opt2q.

Les points p` tc1p0q ` t2

2 c
2
T p0q restent dans le plan tangent affine p` TpΣ. Si IIppX,Xq ‰ 0, il existe ε ą 0 tel

que la restriction à s ´ ε, εr de c reste dans le demi-espace contenant p`Nppq si IIppX,Xq ą 0, resp. p´Nppq

si IIppX,Xq ă 0. Si IIppX,Xq “ 0, tout peut arriver.

Quantités scalaire issues de IIp, les courbures : On associe à l’endomorphisme Wp “ ´dpN plusieurs
courbures de type scalaire. Rappelons que Wp est un endomorphisme symétrique de l’espace euclidien pTpΣ, Ipq.
Par le théorème spectral, il est donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Définition 3.2.2.7 (Courbures). (i) Les valeurs propres de Wp sont appelées les courbures principales et sont
notées κ1ppq, κ2ppq. Les directions propres sont appelées directions principales.
(ii) Le déterminant κppq “ detpWpq “ κ1κ2 est appelée courbure de Gauss.
(iii) La moyenne Hppq “ 1

2 TrpWpq “ 1
2 pκ1 ` κ2q est appelée courbure moyenne.

Remarque 3.2.2.8. (1) On peut choisir les directions propres orthogonales.
(2) Supposons κ1 ď κ2. Un peu d’algèbre bilinéaire montre (exercice) que

κ1 “ mintIIppX,Xq; pX P TpΣq }X} “ 1u (3.15)

κ2 “ maxtIIppX,Xq; pX P TpΣq }X} “ 1u. (3.16)

(3) Si N est remplacé par ´N , l’endomorphisme Wp est multiplié par ´1, ainsi que ses valeurs propres κ1, κ2,
mais pas leur produit κ qui ne dépend donc pas de l’orientation de Σ. Le Theorema Egregium de Gauss (« théo-
rème excellent ») dit que κ ne dépend même pas de IIp mais uniquement de dΣ, autrement dit de la géométrie
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interne à la surface mais pas de son plongement dans R3.
(4) Les surfaces telles que H “ 0 sont appelées surfaces minimales, elles sont les points critiques de la fonction-
nelle d’aire : elles vérifient d

dt |t“0
ApΣ ` tηNq “ 0 pour toute fonction η : Σ Ñ R à support compact.

Exemple 3.2.2.9. La sphère unité S2 est de courbures principales κ1 “ κ2 égales en tout point (à ˘1), donc
de courbure de Gauss `1. Le cylindre S1 ˆ R est de courbures principales 0 et ˘1, donc de courbure de Gauss
nulle.

3.2.3 Expression en coordonnées locales

Notons rIps, rIIps, et rWps les matrices dans M2pRq représentant respectivement la première forme fonda-
mentale, la deuxième forme fondamentale et l’endomorphisme de Weingarten dans une même base B de TpΣ.
On peut prendre par exemple B “ pBuf, Bvfq. Les matrices rIps et rIIps sont toujours symétriques, car matrices
de forme bilinéaire symétrique, mais la matrice d’endomorphisme rWps ne l’est pas nécessairement. Ces matrices
vérifient la relation suivante :

rIIps “ rIpsrWps. (3.17)

En effet, notons X,Y P R2 les coordonnées dans B de vecteurs x, y P TpΣ, alors

IIppx, yq “ tXrIIpsY “ IppWpx, yq “ tprWpxsqrIpsY “ tprWpsXqrIpsY “ tXtrWpsrIpsY

pour tous X,Y P R2, d’où rIIps “ trWpsrIps en identifiant les matrices ci-dessus. On obtient (3.17) en transpo-
sant. On peut calculer rIIps pour B “ pBuf, Bvfq via les formules ci-dessous. Notons pu1, u2q “ pu, vq. Comme
en (3.9), on a pour i, j P t1, 2u

IIppBuif, Bujfq “ x´dpN ¨ Buif, Bujfy “ x´Buiν, Bujfy

or comme (3.11), on a

´

B

B

Bui
ν, Bujf

F

“

B

ν,
B

Bui

ˆ

B

Buj
f

˙F

d’où l’on déduit

IIppBuif, Bujfq “

B

ν,
B2f

BuiBuj

F

“
1

}B1f ^ B2f}
det

ˆ

B1f, B2f,
B2f

BuiBuj

˙

(3.18)

en utilisant xx^ y, zy “ detpx, y, zq dans l’égalité de droite pour faire disparaître ν “
B1f^B2f

}B1f^B2f}
.

Si rIIps “
“

A B
B C

‰

on a donc

A “
1

}Buf ^ Bvf}
det

ˆ

Buf, Bvf,
B2f

Bu2

˙

B “
1

}Buf ^ Bvf}
det

ˆ

Buf, Bvf,
B2f

BuBv

˙

C “
1

}Buf ^ Bvf}
det

ˆ

Buf, Bvf,
B2f

Bv2

˙

.

Si rIps “
`

E F
F G

˘

, sa matrice inverse est

rIps´1 “
1

EG´ F 2

`

G ´F
´F E

˘

.

On en déduit que rWps “ rIps´1rIIps “ 1
EG´F 2

`

AG´FB GB´FC
´FA`EB ´FB`EC

˘

“: p
a c
b d q et :

Proposition 3.2.3.1 (Courbures en coordonnées). On a

κ “ detpW q “ ad´ bc “
detrIIps

detrIps
“
AC ´B2

EG´ F 2

H “
1

2
TrpW q “

1

2
pa` dq “

1

2pEG´ F 2q
pAG´ 2BF ` CEq.

Le signe de la courbure de Gauss renseigne sur la position de Σ par rapport au plan (affine) tangent :
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Proposition 3.2.3.2 (Position de Σ par rapport au plan tangent). (i) Supposons que Σ “ tpu, v, hpu, vq; pu, vq P

Ωu, avec 0 P Σ et νp0, 0q “ p0, 0, 1q. On a alors

II0 “ D2hp0q

autrement dit, la seconde forme fondamentale est la Hessienne de la fonction hauteur.
(ii) Soit p P Σ tel que κppq ą 0, alors il existe un voisinage U de p tel que pΣXUqXpp`TpΣq “ tpu. Si κppq ă 0,
pour tout voisinage U de p il existe des points de U X Σ de part et d’autre de p` TpΣ.

Démonstration. (i) On peut paramétrer Σ par fpu, vq “ pu, v, hpu, vqq. Puisque νp0q “ p0, 0, 1q, on a xν, B
2h

BuiBuj
y “

B
2h

BuiBuj
, d’où d’après (3.18)

rII0s “

ˆ

B2h
Bu2

B2h
BuBv

B2h
BuBv

B2h
Bv2

˙

“ rD2hp0, 0qs

la matrice Hessienne de h en p0, 0q.
(ii) Écrivons Σ au voisinage de p comme un graphe. Quitte à changer les axes de coordonnées, on peut supposer
p “ 0 et νp0q “ p0, 0, 1q. On a alors une paramétrisation fpu, vq “ pu, v, hpu, vqq comme en (i). Comme
Buf “ p1, 0, Buhq et Bvf “ p0, 1, Bvhq on a Buf ^ Bvf “ p´Buh,´Bvh, 1q donc

νp0q “
p´Buh,´Bvh, 1q

}p´Buh,´Bvh, 1q}
.

Comme νp0q “ p0, 0, 1q on en déduit que p´Buh,´Bvhq “ p0, 0q en 0. Le développement limité de h donne alors

hpu, vq “ p` pu, vqrD2hp0, 0qs p uv q ` opu2 ` v2q.

Si κppq ą 0, D2hp0, 0q est définie positive ou définie négative ; si κppq ă 0, elle a deux valeurs propres de signe
opposé, d’où la position de Σ par rapport au plan tangent.

3.3 Géodésiques
3.3.1 Existence et unicité locale

On donne une définition alternative des géodésiques. L’équivalence avec 3.1.3.2 est prouvée en 3.3.2.7.

Définition 3.3.1.1 (Géodésique II : accélération tangentielle nulle). Un arc paramétré pI, cq de Σ
est une géodésique si c2KTcptqΣ sur I.

Une géodésique est paramétrée à vitesse constante : d
dtxc

1, c1y “ 2xc2, c1y “ 0 puisque c1ptq P TcptqΣ et
c2ptqKTcptqΣ. On peut lancer une géodésique dans toute direction :

Théorème 3.3.1.2 (Existence et unicité locale). Si p P Σ etX P TpΣ, alors il existe une unique géodésique
maximale pIX , cXq telle que cp0q “ p et c1p0q “ X.

Il est implicite que pIX , cXq dépend aussi de p, c’est contenu dans le fait que X P TpΣ.

Démonstration. Traduisons le problème dans des coordonnées pU, fq, c’est-à-dire cherchons à caractériser sur
un arc paramétré x : I Ñ U le fait que c “ f ˝ x soit une géodésique. On a

pf ˝ xq1ptq “ dxptqf ¨ x1ptq

pf ˝ xq2ptq “ D2fpx1, x1q ` dxptqf ¨ x2ptq

d’où

pf ˝ xq2ptq “
ÿ

i,j

B2fpxptqq

BxiBxj
x1
iptqx

1
jptq `

ÿ

k

Bkfpxptqq ¨ x2
kptq (3.19)

où on somme sur i, j, k P t1, 2u et on note x “ px1, x2q et Bkf “
Bf

Bxk
pxq. Écrivons B

2f
BxiBxj

P R3 dans la base
tB1f, B2f, νu en utilisant (3.18) :

B2f

BxiBxj
“

ÿ

k“1,2

Γki,jpxqBkfpxq ` IIfpxqpBifpxq, Bjfpxqqνpxq (3.20)

pour des coefficients Γki,j : U Ñ R, qui sont appelés symboles de Christoffel. Injectant (3.20) dans (3.19), la
composante tangentielle de c2 en p “ fpxptqq s’écrit donc

c2
T “

ÿ

k

ˆ

ÿ

i,j

Γki,jpxqx1
ix

1
j ` x2

k

˙

Bkfpxq.
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On en déduit que c est une géodésique si pour k “ 1 et k “ 2,
ÿ

i,j

Γki,jpxqx1
ix

1
j ` x2

k “ 0. (3.21)

C’est une équation différentielle de la forme

d2x

dt2
“ F

ˆ

x,
dx

dt

˙

où F : U ˆ R2
Ñ R2 est lisse car les coefficients Γki,j le sont. En effet les coefficients dans la base pB1f, B2fqpxq

d’une fonction lisse V : U Ñ R3 telle que V pxq P TfpxqΣ (une telle fonction s’appelle champ de vecteur sur Σ)
sont lisses car se calculent comme suit : si V “ aB1f ` bB2f alors (exercice)

p
a
b q “ pMf pxqq´1

´

xV,B1fy

xV,B2fy

¯

.

On peut donc invoquer le théorème de Cauchy-Lipschitz pour affirmer que le problème de Cauchy
" ř

i,j Γ
k
i,jpxqx1

ix
1
j ` x2

k “ 0

pxp0q, x1p0qq “ px0, v0q

admet, pour toute donnée initiale px0, v0q P U ˆ R2, une unique solution maximale xpx0,v0q définie sur un
intervalle Ipx0,v0q. Il reste à appliquer cela à px0, v0q “ pf´1ppq, pdxfq´1 ¨ Xq puis à poser cX “ f ˝ xpx0,v0q et
IX “ Ipx0,v0q.

3.3.2 L’application exponentielle X ÞÑ cXp1q et les coordonnées géodésiques

Une observation : si pIX , cXq est une géodésique et λ P R, alors t ÞÑ cXpλtq est une géodésique définie sur
1
λIX de vecteur vitesse λX en 0. Par unicité de Cauchy, cXpλtq “ cλXptq et 1

λIX “ IλX . Supposons que sur
Bp0, εq Ă TpΣ, on ait IX Ą s ´ 2, 2r. On peut alors définir l’application X ÞÑ cXp1q, Bp0, εq Ă TpΣ Ñ Σ. C’est
l’exponentielle basée en p notée expp.

On a que :
‚ Pour ε ą 0 petit, c’est une paramétrisation (voir lemme 3.3.2.4) ;
‚ Vu sa construction à base de géodésiques, elle reflète mieux la géométrie de Σ qu’une paramétrisation quel-
conque : elle permet de construire des coordonnées géodésiques (ou coordonnées normales) sur Σ. (voir lemme
de Gauss 3.3.2.6).

On commence par prouver l’existence.

Lemme 3.3.2.1 (Existence de l’exponentielle). Si p P Σ, alors il existe εp ą 0 tel que pour tout X P

Bp0, εpq Ă TpΣ on ait IX Ą s ´ 2, 2r.

Démonstration. On reprend les notations du théorème 3.3.1.2. Le théorème de Cauchy-Lipschitz prouve la
dépendance continue (et même lisse) en les données initiales : tout px0, v0q P U ˆR2 admet un voisinage V ˆW
et T ą 0 tel que si px1, v1q P V ˆW alors Ipx1,v1q Ą s ´ T, T r. On peut supposer T ă 1. Choisissons x1 “ x0 et
v0 “ v1 “ 0. Fixons δ ą 0 tel que Bp0, δq Ă W , alors pour tout v P Bp0, δq on a Ipx0,vq Ą s ´ T, T r. Considérons
maintenant v P Bp0, Tδ2 q et étudions Ipx0,vq. Pour λ “ 2

T , on a λv P Bp0, δq donc Ipx0,λvq Ą s ´ T, T r. Mais alors
Ipx0,vq “ λIpx0,λvq Ą s ´ 2, 2r. On choisit εp ą 0 tel que dx0

fpBp0, Tδ2 qq Ą Bp0, εpq. Ceci conclut la preuve.

Définition 3.3.2.2 (Application exponentielle). On appelle application exponentielle basée en p l’applica-
tion X ÞÑ cXp1q ; Bp0, εpq Ă TpΣ Ñ Σ.
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Remarque 3.3.2.3. En inspectant la preuve du lemme 3.3.2.1, on voit que Ipx1,v1q Ą s´2, 2r pour tout px1, v1q P

V ˆB
`

0, Tδ2
˘

. On pourrait donc choisir ε ą 0 pour que expq soit définie sur Bp0, εq Ă TqΣ pour tout q voisin de
p.

On a exppp0q “ c0p1q “ p. On a également exppptXq “ ctXp1q “ cXptq donc la courbe t ÞÑ exppptXq est la
géodésique cX . L’application expp envoie la droite vectorielle t ÞÑ tX de l’espace tangent sur cX .

Lemme 3.3.2.4 (L’exponentielle est une paramétrisation). Pour ε ą 0 assez petit, l’application expp : Bp0, εq Ñ

Σ est une paramétrisation.

Il est implicite qu’on identifie TpΣ à R2, par exemple via dx0f ou via le choix d’une base de TpΣ. Il est donc
licite de parler de paramétrisation définie sur Bp0, εq Ă TpΣ.

Démonstration. Avec les notations du lemme 3.3.2.1, le théorème de Cauchy-Lipschitz prouve que l’application

EXP : px1, v1, tq ÞÑ xpx1,v1qptq

est lisse sur V ˆ B
`

0, Tδ2
˘

ˆ s ´ 2, 2r, donc expp “ f ˝ EXPpx0, ˚, 1q ˝ pdx0
qf´1 est lisse. Au vu de la proposition

2.3.0.5, il suffit de montrer que expp est une immersion en 0 P TpΣ. Pour cela on calcule la différentielle de expp
en 0 P TpΣ. Remarquons qu’en considérant TpΣ comme une sous-variété de R3, son espace tangent en 0 est
T0pTpΣq “ TpΣ. Par ailleurs, exppp0q “ p. Calculons donc la différentielle d0 expp : TpΣ Ñ TpΣ. C’est en fait
trivial : par règle de dérivation des fonctions composées on a

pd0 exppq ¨X “
d

dt
pexppptXqq|t“0 “ c1

Xp0q “ X

donc d0 expp est l’identité sur TpΣ. Il s’ensuit que expp est une immersion et on conclut avec 2.3.0.5.

Définition 3.3.2.5 (Coordonnées géodésiques). Soient ε comme dans le lemme 3.3.2.4 et pv1, v2q une base
orthonormée de TpΣ. On appelle coordonnées géodésiques en p P Σ la paramétrisation locale

pr, θq ÞÑ fpr, θq “ exppprpcospθqv1 ` sinpθqv2qq, s0, εrˆR Ñ Σ.

C’est une paramétrisation sur s0, εrˆsθ0, θ0 ` 2πr pour tout θ0 P R.
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Lemme 3.3.2.6 (Gauss). Les coordonnées géodésiques sont géodésiques, i.e. vérifient

Mf pr, θq “

´

1 0
0 J2

pr,θq

¯

pour J ą 0.

Démonstration. C’est bien une paramétrisation locale car composée de la paramétrisation locale ϕpr, θq “

rpcospθqv1 ` sinpθqv2q entre s0, εrˆsθ0, θ0 ` 2πr et Bp0, εq Ă TpΣ et de la paramétrisation expp. Rappelons que

Mf pr, θq “

´

xBrf,Brfy xBrf,Bθfy

xBrf,Bθfy xBθf,Bθfy

¯

.

Notant vpθq “ cospθqv1 ` sinpθqv2 P TpΣ alors r ÞÑ rvpθq est une droite vectorielle de TpΣ donc fpr, θq “

exppprvpθqq “ cvpθqprq est la géodésique de vitesse vpθq en p. Puisque qu’une géodésique est paramétrée à vitesse
constante, on a

B

Bf

Br
,

Bf

Br

F

“ xc1
vprq, c1

vprqy “ xc1
vp0q, c1

vp0qy “ }v}2 “ 1. (3.22)

Pour prouver que x
Bf
Br ,

Bf
Bθ y “ 0, on montre d’abord qu’il est constant par rapport à r. En effet :

d

dr

B

Bf

Br
,

Bf

Bθ

F

“

B

B2f

Br2
,

Bf

Bθ

F

`

B

Bf

Br
,

B2f

BrBθ
vy

“

B

c2
vprq,

Bf

Bθ

F

`

B

Bf

Br
,

B2f

BθBr

F

“ 0 `
1

2

d

dθ

B

Bf

Br
,

Bf

Br

F

“ 0

puisque c2
vKTcvprqΣ Q

Bf
Bθ et x

Bf
Br ,

Bf
Br y “ 1 d’après (3.22). x

Bf
Br ,

Bf
Bθ y est donc constant par rapport à r. Fixons θ,

on a d’une part Bf
Br “ c1

vprq tend vers v lorsque r Ñ 0 et d’autre part,

Bf

Bθ
“

d

dθ
pexppprvpθqq “ pdrvpθq exppqprv1pθqq

Ñ pd0 exppqp0q “ 0

quand r Ñ 0, donc x
Bf
Br ,

Bf
Bθ y “ 0.

On en déduit (cf. remarque 3.1.3.4) que les définitions 3.1.3.2 et 3.3.1.1 des géodésiques sont équivalentes.

Théorème 3.3.2.7 (Géodésique I = Géodésique II). Soit v P TpΣ unitaire, alors pour tout 0 ď r ď r1 ď ε :
(i) dΣpcvprq, cvpr1qq “ |r ´ r1| “ ℓpcv|rr,r1s

q et cv est l’unique géodésique minimisante de Σ joignant p à cvprq ;
(ii) expppBp0, rqq “ BΣpp, rq et expppSp0, rqq “ SΣpp, rq ;
(iii) Les rayons géodésiques r ÞÑ cvprq issus de p sont perpendiculaires aux sphères SΣpp, rq.

Un raffinement des arguments précédents montrerait qu’il existe un voisinage de p dans lequel toute paire de
points est joint par une unique géodésique minimisante. La question de l’existence d’une géodésique entre deux
points quelconques de Σ est d’une autre nature, dépendant d’hypothèses topologiques sur Σ. Ainsi sur R2

zt0u,
il n’existe pas de géodésique joignant p1, 0q et p´1, 0q. Pour la culture générale, mentionnons :

Théorème 3.3.2.8 (Hopf-Rinow - 1931). Soit Σ une surface connexe. Sont équivalents :
(i) Il existe p P Σ tel que expp est définie sur TpΣ.
(ii) Pour tout p P Σ, expp est définie sur TpΣ.
(iii) L’espace métrique pΣ, dΣq est complet.
(iv) Les fermés bornés de pΣ, dΣq sont compacts.
Si l’une des conditions est vraie, entre toute paire de points il existe une géodésique minimisante.

3.4 Le « Theorema Egregium »
Il s’agit d’un « théorème excellent » d’après Gauss lui-même.

Théorème 3.4.0.1 (Theorema Egregium). La courbure de Gauss κ “ κ1κ2 d’une surface dépend seulement
de sa distance intrinsèque.

Ce qui veut dire que si ϕ : pΣ, dΣq Ñ pΣ1, dΣ1 q est une isométrie, alors κpϕppqq “ κppq pour tout p P Σ. Une
formulation équivalente est de dire que κ ne dépend que de la première forme fondamentale, ou de son expression
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Mf . En effet supposons l’isométrie ϕ lisse 4 (vue à travers des coordonnées). Si pU, fq est une paramétrisation de
Σ alors pU, f ˝ ϕq est une paramétrisation de Σ1 telle que Mf pxq “ Mϕ˝f pxq (exercice). Réciproquement, deux
surfaces admettant la même expression de leur première forme fondamentale sont isométriques. En particulier le
théorème dit que κ de la première forme fondamentale mais pas de la seconde forme fondamentale. Cela explique
pourquoi le plan et le cylindre qui sont isométriques, mais n’ont pas la même seconde forme fondamentale, ont
la même courbure de Gauss κ “ 0. Une conséquence importante du théorème est qu’il donne une obstruction à
l’existence d’une isométrie entre deux surfaces. Ainsi il n’existe pas d’isométrie locale entre la sphère et le plan
puisque leur courbures de Gauss sont différentes, 1 ‰ 0. On prouve que κ ne dépend que de Mf en utilisant les
coordonnées géodésiques :

Lemme 3.4.0.2 (Courbure de Gauss en coordonnées géodésiques). Soit fpr, θq : U Ă R2
Ñ Σ des

coordonnées géodésiques autour d’un point p P Σ telles que

Mf pr, θq “

´

1 0
0 J2

pr,θq

¯

alors

κ “ ´
J2

J
où J2 “

B2J

Br2
.

Une formule générale existe pour des coordonnées quelconques, en fonction des dérivées à l’ordre ď 2 des
coefficients de Mf .

Démonstration. Commençons par écrire les dérivées partielles B
2f

Bu1Bu2
(où pu1, u2q “ pr, θq) dans la base pBrf, Bθf, νq.

Pour plus de lisibilité, on note B2
ijf “

B
2f

Bu1Bu2
et on s’autorise le mélange de notations r “ 1 et θ “ 2. Rappelant

les notations rIIps “ p A B
B C q et rWps “ p

a c
b d q, on a

B2
rrf “ Γ1

11Brf ` Γ2
11Bθf `Aν (3.23)

B2
rθf “ Γ1

12Brf ` Γ2
12Bθf `Bν (3.24)

B2
θθf “ Γ1

22Brf ` Γ2
22Bθf ` Cν (3.25)

´Brν “ aBrf ` bBθf (3.26)

´Bθν “ cBrf ` dBθf. (3.27)

La base pBrf, Bθf, νq est orthogonale et r ÞÑ fpr, θq est une géodésique. Cela permet de simplifier (3.23), (3.24).
Montrons que (3.23) se réduit à

B2
rrf “ Aν. (3.28)

En dérivant 1 “ xBrf, Brfy par rapport à r, on a xB2
rrf, Brfy “ 0. En dérivant en θ on a xB2

θrf, Brfy “ 0. En
dérivant, alors 0 “ xBrf, Bθfy, on a 0 “ xB2

rrf, Bθfy ` xBrf, Brθfy “ xB2
rrf, Bθfy. On aurait aussi pu dire que

B2
rrf “ c2, où cprq “ fpr, θq est un géodésique. Montrons que (3.24) se réduit elle à

B2
rθf “

J 1

J
Bθf `Bν. (3.29)

La nullité de Γ1
12 vient de xB2

θrf, Brfy “ 0. Le coefficient de Bθf vient de

2JJ 1 “
B

Br
xBθf, Bθfy “ 2xB2

rθf, Bθfy “ 2Γ2
12xBθf, Bθfy “ 2Γ2

12J
2.

On utilise maintenant l’égalité
B

Bθ
pB2
rrfq ´

B

Br
pB2
rθfq “ 0

dont laquelle on injecte (3.28) et (3.29) :

0 “ pBθAqν `ABθν ´

„ˆ

J2

J
´
J 12

J2

˙

Bθf `
J 1

J
B2
rθf ` pBrBqν `BBrν

ȷ

.

Injectons à nouveau (3.29), mais aussi (3.26) et (3.27) :

0 “ pBθAqν ´ApcBrf ` dBθfq ´

„ˆ

J2

J
´
J 12

J2

˙

Bθf `
J 1

J

ˆ

J 1

J
Bθf `Bν

˙

` pBrBqν ´BpaBrf ` bBθfq

ȷ

.

4. Une isométrie entre variétés riemanniennes est nécessairement lisse.
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Regroupons :

0 “ p´Ac`BaqBrf `

ˆ

´Ad´
J2

J
`Bb

˙

Bθf `

ˆ

BθA´
J 1

J
B ´ BrB

˙

ν.

En particulier la nullité du deuxième coefficient donne, en utilisant rIIps “ rIpsrWps, c’est-à-dire

p A B
B C q “

`

1 0
0 J2

˘

p
a c
b d q “ p

a c
J2b J2d q

que

´
J2

J
“ Ad´Bb “ ad´ cb “ detpW q “ κ.

Corollaire 3.4.0.3. La sphère et le plan ne sont nulle part localement isométriques.

La réciproque du théorème est fausse : avoir la même courbure de Gauss n’implique pas d’être isométrique.

Exercice 3.4.0.4. Montrer que les surfaces définies par f1pu, vq “ pu cospvq, u sinpvq, lnpvqq et f2pu, vq “

pu cospvq, u sinpvq, vq ont même courbure de Gauss mais ne sont pas isométriques.

La relation entre courbure de Gauss et distance intrinsèque est encore plus claire dans le résultat suivant :

Corollaire 3.4.0.5 (Courbure de Gauss et longueur des petits cercles). Si p P Σ, alors la longueur
de Spp, εq, le cercle intrinsèque de Σ de centre p et de rayon ε ą 0, vérifie l’estimée

ℓpSpp, εqq “ 2πε

ˆ

1 ´ κppq
ε2

6
` opε2q

˙

.

On voit que la courbure de Gauss mesure le défaut infinitésimal d’euclidianité de la longueur des petits
cercles.

Démonstration. Soient pv1, v2q une base orthonormée de TpΣ et vpθq “ cospθqv1 ` sinpθqv2. Posons wpθq “

´ sinpθqv1 ` cospθqv2 “ v1pθq. Soit fpr, θq “ exppprvpθqq les coordonnées géodésiques associées. On voit que

Bθf “ drv expp

ˆ

d

dθ
rv

˙

“ drv exppprwq “ rw ` oprq

puisque d0 expp “ IdTpΣ. Il s’ensuit que Jpr, θq “ r ` oprq et J 1pr, θq “ 1 ` op1q. On prolonge J en 0 par
Jp0q “ 0 et J 1p0q “ 1. Puisque J2 “ ´κJ , on a J p3q “ ´κ1J ´ κJ 1 et on prolonge en 0 en J p3qp0q “ ´κppq. Le
développement limité donne alors

Jprq “ r ´Kppq
r3

6
` opr3q.

En intégrant θ de 0 à 2π,

ℓpSpp, εqq “

ż 2π

0

}Bθfpε, θq}dθ “

ż 2π

0

Jpε, θqdθ “ 2π

ˆ

ε´ κppq
ε3

6
` opε3q

˙

.
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4 Formes différentielles

4.1 Préliminaires algébriques
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et soit k, ℓ P Ną0. Le but de cette section est définir l’espace

A kpEq des k-formes linéaires alternées - les applications Ek Ñ R linéaires en chaque variable et alternées
(penser au déterminant, c’est une n-forme linéaire alternée) - et un produit extérieur

^ : A kpEq ˆ A ℓpEq Ñ A k`ℓpEq

sur ces espaces avec des propriétés naturelles.

4.1.1 Tenseurs

On commence par étudier les k-formes linéaire et munir leur ensemble L kpEq d’un produit extérieur

b : L kpEq ˆ L ℓpEq Ñ L k`ℓpEq

Définition 4.1.1.1 (k-tenseur). Un k-tenseur ou tenseur d’ordre k ou k-forme linéaire sur E est une ap-
plication L : Ek Ñ R linéaire en chaque variable : pour tout pa, bq P R2, vi et wi P E, i P t1, . . . , ku on
a

Lpv1, . . . , avi ` bwi, . . . , vkq “ aLpv1, . . . , vi, . . . , vkq ` bLpv1, . . . , wi, . . . , vkq.

On note L kpEq ou L k l’espace (vectoriel) des k-tenseurs sur E.

Un 1-tenseur est une forme linéaire, un 2-tenseur une forme bilinéaire, le déterminant sur Rn est un n-tenseur.
On convient qu’un 0-tenseur est une constante. Ainsi L 0 “ R et L 1pEq “ E˚.

Définition 4.1.1.2 (Produit tensoriel). Le produit tensoriel de L P L kpEq et T P L ℓpEq est le pk ` ℓq-
tenseur Lb T P L k`ℓpEq défini par

Lb T pv1, . . . , vk`ℓq “ Lpv1, . . . , vkqT pvk`1, . . . , vk`ℓq.

Proposition 4.1.1.3. Soient L, T et U des tenseurs sur E et c P R. On a alors
(i) (associativité) Lb pT b Uq “ pLb T q b U ;
(ii) (homogénéité) pcLq b T “ cpLb T q “ Lb pcT q ;
(iii) (distributivité) si L et T sont de même ordre,

pL` T q b U “ Lb U ` T b U,

U b pL` T q “ U b L` U b T.

(iv) Soit pe1, . . . , enq une base de E et pe˚
1 , . . . , e

˚
nq sa base duale, alors pour 1 ď k ď n, la famille

te˚
i1 b ¨ ¨ ¨ b e˚

ik
; 1 ď i1, . . . , ik ď nu

est une base de L kpEq, qui est donc de dimension nk et tout L P L k s’écrit

L “
ÿ

1ďi1,...,ikďn

Lpei1 , . . . , eikqe˚
i1 b ¨ ¨ ¨ b e˚

ik
. (4.1)

Démonstration. (i) à (iii) : Exercice.
(iv) Pour tous 1 ď j1, . . . , jk ď n on a

e˚
i1 b ¨ ¨ ¨ b e˚

ik
pej1 , . . . , ejkq “ e˚

i1pvj1q ¨ ¨ ¨ e˚
ik

pvjkq

“

"

1 si pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , jkq

0 sinon

Ceci implique que te˚
i1

b ¨ ¨ ¨ b e˚
ik
; 1 ď i1, . . . , ik ď nu est libre. En effet, supposons que

ř

1ďi1,...ikďn λi1,...,ike
˚
i1

b ¨ ¨ ¨ b e˚
ik

“ 0 où λi1,...,ik P R, alors en évaluant sur pej1 , . . . , ejkq, il ne reste que
λj1,...,jk “ 0. Vérifions (4.1), qui prouve que la famille est génératrice : sur Ek, on a

Lpv1, . . . , vkq “ L

ˆ n
ÿ

i1“1

e˚
i1pv1qei1 , . . . ,

n
ÿ

ik“1

e˚
ik

pvkqeik

˙

“
ÿ

1ďi1,...,ikďn

Lpei1 , . . . , eikqe˚
i1pv1q ¨ ¨ ¨ e˚

ik
pvkq

“

ˆ

ÿ

1ďi1,...,ikďn

Lpei1 , . . . , eikqe˚
i1 b ¨ ¨ ¨ b e˚

ik

˙

pv1, . . . , vkq.
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Ainsi L P L 2pR2
q défini par Lpx, yq “ x1y1 ` 2x1y2 ` 3x2y2 s’écrit L “ e˚

1 b e˚
1 ` 2e˚

1 b e˚
2 ` 3e˚

2 b e˚
2

et T “ e˚
1 b e˚

1 b e˚
1 ` 2e˚

2 b e˚
1 b e˚

3 P L 3pR2
q désigne le 3-tenseur vérifiant T px, y, zq “ x1y1z1 ` 2x2y1z3.

L’opération pL, T q ÞÑ Lb T est bilinéaire mais pas symétrique.

4.1.2 Tenseurs alternés

Définition 4.1.2.1 (Tenseurs alternés). Un tenseur T P L kpEq est alterné si pour tous 1 ď i ‰ j ď k et
v P Ek,

T pv1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vkq “ ´T pv1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vkq.

L’ensemble des k-tenseurs alternés est un sous-espace vectoriel de L kpEq, qu’on note A kpEq.

Par convention, A 0 “ R et A 1 “ L 1 “ E˚. Un 2-tenseur alterné est une forme bilinéaire antisymétrique,
comme par exemple T “ e˚

1 b e˚
2 ´ e˚

2 b e˚
1 . Le déterminant est un n-tenseur alterné sur E “ Rn.

Rappels sur le groupe symétrique : On rappelle quelques notions qui nous seront utiles. On renvoie au
cours de Structures Algébriques 1 pour les compléments et preuves.
‚ Une permutation est une bijection t1, . . . , ku dans lui-même.
‚ Le groupe symétrique ou groupe des permutations Sk est l’ensemble des permutations de t1, . . . , ku, muni de
la loi de composition.
‚ Une permutation est une transposition si elle échange deux entiers i ‰ j et fixe les autres.
‚ Toute permutation est produit de transpositions (la décomposition n’est pas unique).
‚ Il existe un morphisme appelée signature ε : Sk Ñ pt´1, 1u,ˆq qui vaut ´1 sur les transpositions.
On a donc εpσσ1q “ εpσqεpσ1q et εpσq “ p´1qm si σ “ τ1 ¨ ¨ ¨ τm où les τi sont des transpositions. Notons aussi
que εpσ´1q “ εpσq´1 “ εpσq.

On revient aux tenseurs. On fait agir Sk sur L kpEq comme suit.

Définition 4.1.2.2 (Action des permutations sur les tenseurs). Si σ P Sk et T P L kpEq, on définit le
k-tenseur σT P L kpEq par

σT pv1, . . . , vkq “ T pvσp1q, . . . , vσpkqq.

Si on pense à un k-uplet v “ pv1, . . . , vkq P Ek de vecteurs comme à une application v : t1, . . . , ku Ñ E, cela
revient à dire que σT pvq “ T pv ˝ σq.

Remarque 4.1.2.3. (1) On a pσαqT “ σpαT q puisque :

pσαqT pvq “ T pv ˝ σ ˝ αq “ αT pv ˝ σq “ σpαT qpvq.

(2) Soient f1, . . . , fk P E˚. En posant σpiq “ ji, on a i “ σ´1pjiq, donc pour tout v P Ek

σpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkqpv1, . . . , vkq “ f1pvσp1qq ¨ ¨ ¨ fkpvσpkqq

“ fσ´1pj1qpvj1q ¨ ¨ ¨ fσ´1pjkqpvjkq

“ fσ´1p1qpv1q ¨ ¨ ¨ fσ´1pkqpvkq

(en réordonnant les ji par ordre croissant)
“ pfσ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b fσ´1pkqqpv1, . . . , vkq.

D’après (1) on peut oublier les parenthèses et écrire σαT . L’opération T ÞÑ σT est linéaire et même un
isomorphisme de L k et T alterné équivaut à τT “ ´T pour toute transposition.

Proposition 4.1.2.4. Soit T un k-tenseur sur E. Sont équivalents :
(i) T est alterné.
(ii) σT “ εpσqT pour tout σ P Sk, i.e. sur Ek on a

T pvσp1q, . . . , vσpkqq “ εpσqT pv1, . . . , vkq.

(iii) Pour tout pv1, . . . , vkq P Ek linéairement dépendants, on a T pv1, . . . , vkq “ 0.

Démonstration. (ii) ñ (i). Évident.
(i) ñ (ii). Soit σ P Sk, écrivons σ “ τ1 ¨ ¨ ¨ τm pour des transpositions τi, alors τ1¨¨¨τmT “ τ1pτ2p¨ ¨ ¨ pτmT q ¨ ¨ ¨ qq “

p´1qmT “ εpσqT .
(ii) ñ (iii). Traitons d’abord le cas où il existe i ‰ j tel que vi “ vj “: v P E. Soit τ la transposition qui échange
i et j alors

τT pv1, . . . , v, . . . , v, . . . , vkq “ T pv1, . . . , v, . . . , v, . . . , vkq
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et par ailleurs τT “ ´T , d’où T pv1, . . . , vkq “ 0. Supposons maintenant pv1, . . . , vkq liée, il existe donc i tel que
vi “

ř

j‰i λjvj , alors

T pv1, . . . , vi, . . . , vkq “
ÿ

j‰i

λjT pv1, . . . , vi´1, vj , vi`1, . . . , vkq “ 0

puisque vj apparaît 2 fois.
(iii) ñ (i). On a

0 “ T pv1, . . . , x` y, . . . , x` y, . . . , vkq

“ T pv1, . . . , x, . . . , x, . . . , vkq ` T pv1, . . . , x, . . . , y, . . . , vkq ` T pv1, . . . , y, . . . , x, . . . , vkq

` T pv1, . . . , y, . . . , y, . . . , vkq

“ T pv1, . . . , x, . . . , y, . . . , vkq ` T pv1, . . . , y, . . . , x, . . . , vkq.

Remarque 4.1.2.5. A kpEq “ t0u lorsque k ą n puisque tv1, . . . , vku est nécessairement liée.

Définition 4.1.2.6 (Alternisation d’un tenseur). Soit T P L kpEq, on définit un k-tenseur alterné AltpT q P

A kpEq par

AltpT q “
1

k!

ÿ

σPSk

εpσqσT.

L’application Alt : L kpEq Ñ A kpEq est linéaire et l’identité sur A kpEq.

Vérifions que AltpT q est alterné : pour toute transposition τ on a

τ pAltpT qq “
1

k!

ÿ

σPSk

εpσqτ pσT q par linéarité de l’action de τ

“
1

k!

ÿ

σPSk

εpσqτσT “
1

k!

ÿ

σPSk

p´1qεpτqεpσqτσT

“ ´
1

k!

ÿ

σPSk

εpσqσT “ ´AltpT q

où on a posé α “ τσ et utilisé εpτσq “ εpτqεpσq et le fait que σ ÞÑ τσ est une bijection de Sk dans lui-même.
Supposons maintenant T alterné, alors εpσq σT “ εpσq2 T “ T , donc

ř

σPSk

εpσqσT “
ř

σPSk

T “ k!T , d’où

AltpT q “ T (le 1
k! dans la définition sert à ça).

Remarque 4.1.2.7. On a

Altpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkq “
1

k!

ÿ

σ

εpσqfσp1q b ¨ ¨ ¨ b fσpkq (4.2)

d’où
Altpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkqpv1, . . . , vkq “

1

k!
detpfipvjqqi,j . (4.3)

Montrons-le. On a d’après la remarque 4.1.2.3 (2) :

Altpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkq “
1

k!

ÿ

σ

εpσqfσ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b fσ´1pkq “
1

k!

ÿ

σ

εpσ´1qfσ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b fσ´1pkq

“
1

k!

ÿ

σ

εpσqfσp1q b ¨ ¨ ¨ b fσpkq

vu que σ ÞÑ σ´1 est une bijection de Sk dans lui-même, d’où

Altpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkqpv1, . . . , vkq “
1

k!

ÿ

σ

εpσqfσp1qpv1q ¨ ¨ ¨ fσpkqpvkq

“
1

k!
detpfipvjqqi,j

en rappelant que detpAq “
ř

σPSk

εpσqaσp1q,1 ¨ ¨ ¨ aσpkq,k pour A “ pai,jqi,j de taille k ˆ k.



48 Géométrie Différentielle 1, Licence 3ème année

Définition 4.1.2.8 (Produit extérieur). Étant donné L P A kpEq et T P A ℓpEq, on définit un pk`ℓq-tenseur
alterné L^ T P A k`ℓpEq par

L^ T “
1

k!ℓ!

ÿ

σPSk`ℓ

εpσq σpLb T q

ˆ

“
pk ` ℓq!

k!ℓ!
AltpLb T q

˙

.

Théorème 4.1.2.9. Soient L, T, U des tenseurs alternés sur E et c P R, alors : (i) (Associativité) L^ pT ^Uq “

pL^ T q ^ U ;
(ii) (Homogénéité) pcLq ^ T “ cpL^ T q “ L^ pcT q ;
(iii) (Distributivité) Si L et T sont de même ordre ;

pL` T q ^ U “ L^ U ` T ^ U

U ^ pL` T q “ U ^ L` U ^ T.

(iv) (Antisymétrie) Si L et T sont d’ordre k et ℓ alors L^ T “ p´1qkℓT ^ L ;
(v) Si pe1, . . . , enq est une base de E et pe˚

1 , . . . , e
˚
nq sa base duale, alors la famille

te˚
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik
; 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď nu

est une base de A kpEq, qui est donc de dimension n!
k!pn´kq! et tout L P A kpEq s’écrit

L “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

Lpei1 , . . . , eikqe˚
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik
.

(vi) Si f1, . . . , fk sont des 1-tenseurs sur E alors

f1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fk “
ÿ

σPSk

εpσqfσp1q b ¨ ¨ ¨ b fσpkq

donc
f1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fkpv1, ¨ ¨ ¨ , vkq “

ÿ

σPSk

εpσqfσp1qpv1q ¨ ¨ ¨ fσpkqpvkq “ detpfipvjqqi,j

et
fσp1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ fσpkq “ εpσqf1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fk.

(vii) En particulier, dimpA npEqq “ 1 et tout L P A npEq vérifie sur En que

Lpv1, . . . , vnq “ Lpe1, . . . , enqdetpe˚
i pvjqqi,j .

Le point (i) est la propriété la plus difficile à vérifier. On montre ce point dans le lemme suivant :

Lemme 4.1.2.10. (i) Si AltpLq “ 0 ou AltpT q “ 0, alors AltpLb T q “ 0.
(ii) AltpLb T b Uq “ AltpAltpLb T q b Uq “ AltpLb AltpT b Uqq.
(iii) Si L, T, U sont d’ordre k, ℓ,m respectivement alors

pL^ T q ^ U “
pk ` ℓ`mq!

k!ℓ!m!
AltpLb T b Uq “ L^ pT ^ Uq.

Démonstration. (i) Supposons L, T d’ordre k, ℓ respectivement et AltpLq “ 0. Par définition

AltpLb T qpv1, . . . , vk`ℓq “
1

pk ` ℓq!

ÿ

σPSk`ℓ

εpσqLpvσp1q, . . . , vσpkqqT pvσpk`1q, . . . , vσpk`ℓqq.

Fixons α P Sk`ℓ et considérons Spαq :“ tσ P Sk`ℓ; σ “ α sur tk ` 1, . . . , k ` ℓuu. Les σ P Spαq sont les
permutations de t1, . . . , k ` ℓu qui s’écrivent

p1, . . . , k ` ℓq ÞÑ pαpτp1qq, . . . , αpτpkqq, αpk ` 1q, . . . , αpk ` ℓqq

où τ P Sk. La contribution de ces σ P Spαq à la somme ci-dessus vaut donc

εpαq

ˆ

ÿ

τPSk

εpτqLpvαpτp1qq, . . . , vαpτpkqqq

˙

T pvαpk`1q, . . . , vαpk`ℓqq.
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La quantité entre parenthèses vaut pk!qAltpLqpvαp1q, . . . , vαpkqq “ 0 par hypothèse. Comme on peut partitionner
Sk`ℓ en sous-ensembles de la forme Spαq, on conclut que AltpLbT q “ 0. L’argument est semblable si AltpT q “ 0.
(ii) Comme AltpAltpLb T q ´ Lb T q “ 0, la propriété (i) donne

AltprAltpLb T q ´ Lb T s b Uq “ 0 “ AltpAltpLb T q b Uq ´ AltpLb T b Uq

d’où AltpLb T b Uq “ AltpAltpLb T q b Uq. On montre de même que AltpLb T b Uq “ AltpLb AltpT b Uqq.
(iii) On a

pL^ T q ^ U “
pk ` ℓ`mq!

pk ` ℓq!m!
AltppL^ T q b Uq “

pk ` ℓ`mq!

pk ` ℓq!m!

pk ` ℓq!

k!ℓ!
AltpAltpLb T q b Uq

“
pk ` ℓ`mq!

k!ℓ!m!
AltpLb T b Uq

en utilisant (ii). L’autre égalité s’obtient de même, prouvant l’associativité. Ceci conclut la preuve du lemme.

On peut maintenant montrer le théorème.

Démonstration du théorème 4.1.2.9. La propriété (i) étant prouvée dans le lemme précédent, on peut désormais
oublier les parenthèses et écrire L^ T ^U . Les points (ii) et (iii) se démontre par linéarité de l’application Alt.
(iv) Soit π la permutation qui envoie p1, . . . , k ` ℓq sur pk ` 1, . . . , k ` ℓ, 1, . . . , kq. On a εpπq “ p´1qkℓ et
πpLb T q “ T b L. En effet, c’est l’application

pv1, . . . , vk`ℓq ÞÑ Lpvk`1, . . . , vk`ℓqT pv1, . . . , vkq.

On a alors
pk ` ℓq!AltpT b Lq “

ÿ

σPSk`ℓ

εpσq σpT b Lq “
ÿ

σPSk`ℓ

εpσq σπpLb T q

“ εpπq
ÿ

σPSk`ℓ

εpσqεpπq σπpLb T q

“ p´1qk`ℓ
ÿ

αPSk`ℓ

εpαq αpLb T q “ p´1qk`ℓ AltpLb T q

puisque σ ÞÑ σπ “ α est une bijection sur Sk.
(vi) Découle de l’égalité

f1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fk “ pk!qAltpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkq (4.4)

prouvée ci-après par récurrence et la remarque 4.1.2.7. L’égalité (4.4) est vraie pour k “ 1. Supposons (4.4)
vraie pour k formes linéaires. On a par associativité

pf1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fkq ^ fk`1 “
pk ` 1q!

k!1!
Altppf1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fkq b fk`1q

“ pk ` 1qk!AltpAltpf1 b ¨ ¨ ¨ b fkq b fk`1q

“ pk ` 1q!Altpf1 b ¨ ¨ ¨ b fk`1q

en utilisant l’hypothèse de récurrence à la ligne 2 et le lemme 4.1.2.10(ii) en ligne 3.
En utilisant la première partie de (vi), on a (poser gi “ fσpiq pour s’en convaincre)

fσp1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ fσpkq “
ÿ

αPSk

εpαqfσpαp1qq b ¨ ¨ ¨ b fσpαpkqq

“ εpσq
ÿ

αPSk

εpσqεpαqfσpαp1qq b ¨ ¨ ¨ b fσpαpkqq (car ε2pσq “ 1)

“ εpσq
ÿ

βPSk

εpβqfβp1q b ¨ ¨ ¨ b fβpkq (en posant β “ σα)

“ εpσqf1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fk d’après le début de (vi).s

(v) L’égalité (4.4) implique en particulier e˚
i1

^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
ik

“ k!Altpe˚
i1

b ¨ ¨ ¨ b e˚
ik

q donc que te˚
i1

^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
ik
; 1 ď

i1, . . . , ik ď nu engendre A k “ AltpL kq mais il y a beaucoup de tenseurs nuls ou égaux au signe près dans
cette famille. La propriété (vi) montre que te˚

i1
^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik
; 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď nu est encore génératrice de

A k. Montrons que la famille est libre. Soient deux k-uplets strictement croissants pi1, . . . , ikq et pj1, . . . , jkq de
t1, . . . , nu, alors

e˚
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik
pej1 , . . . , ejkq “

"

1 si pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , jkq

0 sinon
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En effet, d’après (vi)

e˚
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik
pej1 , . . . , ejkq “

ÿ

σPSk

εpσqeiσp1q
pej1q ¨ ¨ ¨ eiσpkq

pejkq.

Si ti1, . . . , iku ‰ tj1, . . . , jku la somme est nulle et si ti1, . . . , iku “ tj1, . . . , jku, alors pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , jkq

et eiσp1q
pej1q ¨ ¨ ¨ eiσpkq

pejkq “ 1 si σ “ Id et 0 sinon, donc la somme vaut 1. On conclut comme dans la preuve de
la proposition 4.1.1.3(iv).
(vii) D’après (v), on a L “ Lpe1, . . . , enqe˚

1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
n et on conclut avec (vi).

Remarque 4.1.2.11. On a dimpA npRn
qq “ 1 et d’après (iv), on a det “ e˚

1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
n dans la base canonique.

D’après (vii), tout L P A npRn
q s’écrit donc L “ Lpe1, . . . , enqdet. La morale est que le déterminant est

essentiellement le seul n-tenseur alterné sur Rn.

4.2 Formes différentielles
Définition 4.2.0.1 (Formes différentielles). Une forme différentielle d’ordre k (ou k-forme différentielle)
lisse sur un ouvert U de E est une application lisse de U dans A kpEq. L’espace vectoriel des k-formes différen-
tielles est noté ΩkpUq.

On note que Ω0pUq “ tα : U Ñ R lisseu, c’est juste l’ensemble des fonctions réelles lisses. La différentielle
d’une fonction f : U Ñ R lisse est df : U Ñ L 1pEq “ A 1pEq, x ÞÑ dxf , on a donc df P Ω1pUq. Un exemple de
2-forme différentielle est αpx,yq “ x2e˚

1 ^ e˚
2 .

Tout α P ΩkpUq s’écrit, en x P U ,

αx “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

αi1¨¨¨ikpxqe˚
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

ik

où x ÞÑ αi1¨¨¨ikpxq est lisse (c’est αxpei1 , . . . , eikq). Observons que la fonction x “ px1, . . . , xnq ÞÑ xi, que l’on
notera xi par abus de langage 5, vérifie dxi “ e˚

i puisqu’en fait xi “ e˚
i est linéaire. On peut donc écrire

αx “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

αi1¨¨¨ikpxqdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik .

En particulier, pour la différentielle de f : U Ñ R on retrouve la formule bien connue

df “
ÿ

1ďiďn

Bf

Bxi
dxi.

La définition du produit extérieur s’étend aux formes différentielles : si α P ΩkpUq et β P ΩℓpUq, on définit
α ^ β P Ωk`ℓpUq par pα ^ βqx “ αx ^ βx. On vérifie que les pα ^ βqi1¨¨¨ik`ℓ

sont lisses comme combinaisons
linéaires de produits des αj1¨¨¨jk et des βm1¨¨¨mℓ .

4.3 Différentielle extérieure
Le but de cette section est de définir un opérateur différentiel d : ΩkpUq Ñ Ωk`1pUq qui étend la différentielle

usuelle d : Ω0pUq Ñ Ω1pUq. La différentielle usuelle d’une k-forme différentielle n’est pas une pk ` 1q-forme
différentielle a priori. Pour éviter la confusion avec l’opérateur d qu’on veut construire, notons désormais D la
différentielle usuelle. Si α est une k-forme différentielle, c’est une application lisse α : U Ñ A kpEq Ă L kpEq et sa
différentielle est Dα : U Ñ L pE,L kpEqq qu’on peut identifier 6 à L k`1pEq. On peut donc voir Dαpxq :“ Dxα
comme un pk ` 1q-tenseur, qui à pv, v1, . . . , vkq associe

Dxαpvqpv1, . . . , vkq “
d

dt
αx`tvpv1, . . . , vkq

Il est alterné en les k dernières variables pv1, . . . , vkq mais pas en pv, v1, . . . , vkq a priori. On obtient un tenseur
alterné en composant D avec Alt. Précisément, on peut définir une différentielle dite extérieure, d : ΩkpUq Ñ

Ωk`1pUq en posant d “ pk ` 1qAlt ˝D. Elle coïncide avec la différentielle usuelle si k “ 0. On note ΩpUq la
somme directe des ΩkpUq, ΩpUq “

Àn
k“0 Ω

kpUq.

5. C’est le même abus de langage que de parler de la fonction x2 ` x, au lieu de f : x ÞÑ x2 ` x.
6. On associe à ℓ : E Ñ L kpEq linéaire le k ` 1-tenseur L défini par Lpv, v1, . . . , vk “ ℓpvqpv1, . . . , vkq.
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Théorème 4.3.0.1 (Différentielle extérieure). Il existe une application linéaire d : ΩpUq Ñ ΩpUq et une
seule avec les propriétés suivantes :
(i) dpΩkpUqq Ă Ωk`1pUq ;
(ii) La restriction de d à Ω0pUq est la différentielle des fonctions ;
(iii) Si α P ΩkpUq et β P ΩℓpUq, alors dpα ^ βq “ dα ^ β ` p´1qkα ^ dβ ;
(iv) d ˝ d “ 0.

Démonstration. On montre d’abord l’unicité. Si d ˝ d “ 0, on a dpdxiq “ 0. En utilisant (iii) et une récurrence
on déduit que dpdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ 0 pour tout i1, . . . , ik dans t1, . . . , nu. Si f : U Ñ R est lisse, on a donc
d’après (iii) On a

dpfdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ df ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik .

Si α P ΩkpUq s’écrit
α “

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

αi1¨¨¨ikdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ,

on a donc par linéarité de d,

dα “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

dαi1¨¨¨ik ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik (4.5)

où dαi1¨¨¨ik est la différentielle usuelle d’après (ii). La formule (4.5) définit en fait complètement dα et suffit
à définir la différentielle. Vérifions que cette formule coïncide avec la définition d “ pk ` 1qAlt ˝D, avant de
prouver qu’elle satisfait les contraintes demandées. Puisque dxi “ e˚

i est constant, on a

Dpfdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ Df b pdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ df b pdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq.

En composant avec pk ` 1qAlt (et notant que k ` 1 “
pk`1q!
k!1! ) on trouve par définition du produit extérieur (cf.

définition 4.1.2.8)
pk ` 1qAlt ˝Dpfdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ df ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ,

et l’égalité pour dα en découle par linéarité. Pour montrer (iii), il suffit de considérer le cas où

α “ f dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik et β “ g dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ .

On a
dpα ^ βq “ dpfgq ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ^ dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ

“ pf dg ` g dfq ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ^ dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ
dα ^ β “ g df ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ^ dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ
α ^ dβ “ f dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ^ dg ^ dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ

“ p´1qkf dg ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ^ dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ .

Pour d ˝ d “ 0, on commence par les fonctions. Puisque df “
n
ř

i“1

Bf
Bxi
dxi, on a d’après (4.5) :

dpdfq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

B

Bxj

ˆ

Bf

Bxi

˙

dxj ^ dxi “
ÿ

i,j

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi “

ÿ

iăj

ˆ

B2f

BxjBxi
´

B2f

BxiBxj

˙

dxj ^ dxi “ 0

d’après le lemme de Schwarz. En particulier, dpdxiq “ 0 et dpdαi1¨¨¨ikq “ 0, donc pour α une k-forme

dpdαq “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

dpdαi1¨¨¨ikq ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik “ 0

en utilisant (iii). On aurait pu aussi raisonner directement à partir de d˝d “ pk`2qpk`1qAlt ˝D2, en montrant
que D2α est un pk ` 2q-tenseur symétrique en les 2 premières variables, puis que AltpT q “ 0 pour tout tenseur
T admettant une symétrie par rapport à 2 variables.

Par exemple si U est un ouvert de R3 et α “ Adx`Bdy ` Cdz, alors

dα “

ˆ

´
BA

By
`

BB

Bx

˙

dx^ dy `

ˆ

´
BA

Bz
`

BC

Bx

˙

dx^ dz `

ˆ

´
BB

Bz
`

BC

By

˙

dy ^ dz.

Si β “ Pdy ^ dz `Qdz ^ dx`Rdx^ dy, alors

dβ “

ˆ

BP

Bx
`

BQ

By
`

BR

Bz

˙

dx^ dy ^ dz.

Définition 4.3.0.2 (Forme fermée, forme exacte). Si dα “ 0, on dit que α est fermée. Si α “ dβ, on dit
que α est exacte. On convient qu’une 0-forme est exacte si elle est constante.

Il s’ensuit que d ˝ d “ 0 s’exprime par : une forme exacte est fermée. La réciproque est fausse en général :
on verra que α “

ydx´xdy
x2`y2 est fermée sur R2

zt0u mais n’est pas exacte (exercice).
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4.4 Le lemme de Poincaré
Définition 4.4.0.1. On dit qu’un ouvert U Ă Rn est étoilé s’il existe a P U tel que pour tout x P U le segment
ra, xs :“ ta` tpb´ aq P Rn; t P r0, 1su est contenu dans U .

Théorème 4.4.0.2 (Lemme de Poincaré). Si U Ă Rn est étoilé, toute forme fermée sur U est exacte.

Démonstration. Si α est une 0-forme fermée, c’est une fonction dont la différentielle est nulle. Sur U connexe,

elle est donc constante, donc exacte. Considérons le cas d’une 1-forme α “
n
ř

i“1

αidxi. On cherche une fonction

f telle que Bf
Bxi

“ αi pour tout i P t1, . . . , nu. On a

dα “
ÿ

i

dαi ^ dxi “
ÿ

i

ˆ

ÿ

i

Bαi
Bxj

dxj

˙

^ dxi

“
ÿ

jăi

Bαi
Bxj

dxj ^ dxi `
ÿ

jąi

Bαi
Bxj

dxj ^ dxi

“
ÿ

jăi

Bαi
Bxj

dxj ^ dxi `
ÿ

jăi

Bαj
Bxi

dxi ^ dxj (en inversant i et j)

“
ÿ

jăi

ˆ

Bαi
Bxj

´
Bαj
Bxi

˙

dxj ^ dxi.

L’hypothèse que α est fermé se traduit par la nullité des coefficients
´

Bαi
Bxj

´
Bαj
Bxi

¯

donc par Bαi
Bxj

“
Bαj
Bxi

. Pour
simplifier, supposons U étoilé par rapport à l’origine. Si α “ df , on doit avoir

fpxq ´ fp0q “

ż 1

0

d

dt
fptxqdt “

ż 1

0

dtxfpxqdt “

ż 1

0

αtxpxqdt “

n
ÿ

i“1

ż 1

0

αiptxqxi dt.

On voit qu’à une constante près, on n’a pas le choix pour f , donc on pose

fpxq “

n
ÿ

i“1

xi

ż 1

0

αiptxqdt.

Vérifions que df “ α. En dérivant sous le signe somme

df “

n
ÿ

i“1

ˆ
ż 1

0

αiptxqdt

˙

dxi `

n
ÿ

i“1

xi

n
ÿ

j“1

ˆ
ż 1

0

t
Bαi
Bxj

ptxqdt

˙

dxj

“

n
ÿ

i“1

ˆ
ż 1

0

αiptxqdt

˙

dxi `
ÿ

i,j

ˆ
ż 1

0

t
Bαi
Bxj

ptxqxi dt

˙

dxj

“

n
ÿ

i“1

ˆ
ż 1

0

αiptxqdt

˙

dxi `
ÿ

i,j

ˆ
ż 1

0

t
Bαj
Bxi

ptxqxi dt

˙

dxj (en utilisant
Bαi
Bxj

“
Bαj
Bxi

)

“

n
ÿ

i“1

ˆ
ż 1

0

αiptxq `
ÿ

j

t
Bαi
Bxj

ptxqxj dt

˙

dxi (en permutant encore i et j à droite)

“

n
ÿ

i“1

ż 1

0

d

dt
ptαiptxqq dtdxi

“

n
ÿ

i“1

αipxqdxi “ α.

Pour une pk`1q-forme, on peut procéder semblablement par intégration. Si α P Ωk`1pUq, on définit Ipαq P ΩkpUq

par

Ipαqxpv1, . . . , vkq “

ż 1

0

tkαtxpx, v1, . . . , vkqdt.

On peut montrer que dpIpαqq ` Ipdαq “ α, ce qui donne le résultat voulu lorsque dα “ 0 pdpIpαqq “ αq.
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4.5 Effet d’applications lisses
Définition 4.5.0.1 (Image réciproque d’une forme différentielle). Soit U et V des ouverts d’espaces
vectoriels et f : U Ñ V lisse. L’image réciproque ou tiré en arrière de α P ΩkpV q par f est la f -forme différentielle
f˚α P ΩkpUq définie par

pf˚αqxpu1, . . . , ukq “ αfpxqpdxfpu1q, . . . , dxfpukqq.

On a utilisé le même procédé dans le chapitre 3 pour définir le tiré en arrière f˚Ifpaq. La seule différence est
que les tenseurs étaient symétriques plutôt qu’alternés. Voyons comment calculer f˚α dans une base. Supposons
U Ă Rn, V Ă Rm et f “ pf1, . . . , fmq : U Ñ V . Notons py1, . . . , ymq les coordonnées dans Rm.

Lemme 4.5.0.2 (f˚α en coordonnées). Si α “
ř

1ďi1ă¨¨¨ăikďm

αi1¨¨¨ikdyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^dyik P ΩkpV q, alors pour tout

x P U
pf˚αqx “

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďm

αi1¨¨¨ikpfpxqqdxfi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxfik .

Démonstration. Observons que dyipdxfpuqq “ dxfipuq. En utilisant la propriété (vi) du théorème 4.1.2.9,

dyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyikpdxfpu1q, . . . , dxfpukqq “
ÿ

σPSk

εpσqdyiσp1q
pdxfpu1qq ¨ ¨ ¨ dyiσpkq

pdxfpukqq

“
ÿ

σPSk

εpσqdxfiσp1q
pu1q ¨ ¨ ¨ dxfiσpkq

pukq

“ dxfi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxfikpu1, . . . , ukq

donc
pf˚αqxpu1, . . . , ukq “ αfpxqpdxfpu1q, . . . , dxfpukqq

“
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďm

αi1¨¨¨ikpfpxqq dyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyikpdxfpu1q, . . . , dxfpukqq

“
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďm

αi1¨¨¨ikpfpxqqdxfi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxfikpu1, . . . , ukq.

C’est en fait très simple à utiliser, par exemple pour U “ V “ R2 et fpx1, x2q “ px1 cospx2q, x1 sinpx2qq

f˚pdy1 ^ dy2q “ df1 ^ df2

“ dpx1 cospx2qq ^ dpx1 sinpx2qq

“ pcospx2qdx1 ´ x1 sinpx2qdx2q ^ psinpx2qdx1 ` x1 cospx2qdx2q

“ x1dx1 ^ dx2.

Exercice 4.5.0.3. Si n “ m “ k, on a

f˚pdy1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dynq “ detpDfqpdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxnq.

Proposition 4.5.0.4 (Propriétés de l’image réciproque). Soit f : U Ñ V lisse.
(i) Pour α, β P ΩkpV q, on a

f˚pα ` βq “ f˚α ` f˚β.

(ii) Si α P ΩkpV q et β P ΩℓpV q, on a
f˚pα ^ βq “ pf˚αq ^ pf˚βq.

(iii) Si g : V Ñ W est lisse et α P ΩkpW q, on a

pg ˝ fq˚α “ f˚pg˚αq.

Démonstration. (i) Évident.
(ii) Considérer α “ a dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik et β “ b dxj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxjℓ .
(iii) On a

ppg ˝ fq˚qxpu1, . . . , ukq “ agpfpxqqpdxpg ˝ fqpu1q, . . . , dxpg ˝ fqpukqq

“ agpfpxqqpdfpxqgpdxfpu1qq, . . . , dfpxqgpdxfpukqqq

“ pg˚αqfpxqpdxfpu1q, . . . , dxfpukqq

“ pf˚pg˚αqqxpu1, . . . , ukq.
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Proposition 4.5.0.5 (La différentielle extérieure et l’image réciproque commutent). La différen-
tielle extérieure et l’image réciproque commutent, c’est-à-dire que si U et V sont des ouverts d’espace vectoriels
et f : U Ñ V est lisse, alors pour tout α P ΩpV q, on a

f˚pdαq “ dpf˚αq.

Démonstration. Si α P Ω0pV q, la réciproque est simplement f˚α “ α ˝ f et la formule

dpf˚αq “ dpα ˝ fq “ dαpfq ˝ df “ f˚dα

la dérivée d’une fonction composée. Par linéarité, il suffit de considérer ensuite α “ a dyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyik . On a vu
que f˚α “ a ˝ f dfi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dfik donc

dpf˚αq “ dpa ˝ fq ^ dfi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dfik
“ f˚pdaq ^ f˚pdyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyikq

“ f˚pda^ dyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyikq

“ f˚pdαq

en utilisant (ii) de la proposition 4.5.0.4 à la troisième ligne.

Il s’ensuit que l’image réciproque d’une forme fermée (resp. exacte) est fermée (resp. exacte).

Corollaire 4.5.0.6. Soit V un ouvert de Rn difféomorphe à Rn et α P ΩkpV q. Si α est fermée sur V , alors elle
est exacte.

Démonstration. Soit f : Rn
Ñ V un difféomorphisme. f˚α est alors fermée sur Rn, donc exacte par le lemme

de Poincaré. Soit β P Ωk´1pRn
q tel que dβ “ f˚α. En utilisant alors 4.5.0.5 et 4.5.0.4(iii),

dpf´1˚

βq “ f´1˚

pdβq “ f´1˚

pf˚αq “ α.

Un ouvert sur lequel existe une forme différentielle fermée non exacte n’est donc pas difféomorphe à Rn.
C’est le cas de R2

zt0u avec ydx´xdy
x2`y2 (voir section suivante), d’où

Corollaire 4.5.0.7. R2
zt0u n’est pas difféomorphe à R2.

4.6 1-formes et intégrales
Définition 4.6.0.1 (Intégrale d’une 1-forme). Soient U un ouvert de Rn, α P Ω1pUq, γ : ra, bs Ñ U continue
et a “ t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tk “ b tels que la restriction de γ à chaque sti, ti`1r soit C1. On définit l’intégrale de α le long
de γ comme

ż

γ

α :“
k´1
ÿ

i“1

ż ti`1

ti

γ˚
i α “

k´1
ÿ

i“1

ż ti`1

ti

αγptqpγ1ptqq dt

où γi est la restriction de γ à sti, ti`1r.

Le résultat ne change pas si on effectue un changement de paramétrage croissant C1 de γ :

ż ti`1

ti

αγptqpγ1ptqqdt “

ż ϕ´1
pti`1q

ϕ´1ptiq

αγ˝ϕptqpγ1pϕptqqqϕ1ptqdt

par la formule du changement de variable. Le résultat est multiplié par ´1 si ϕ est décroissante. Par exemple,
si on note γ´1 le chemin t ÞÑ γpb` a´ tq, défini sur ra, bs, on a

ş

γ´1 α “ ´
ş

γ
α.

Si α est exacte, c’est-à-dire α “ df pour f : U Ñ R lisse, on a simplement
ż

γ

α “

ż b

a

df “

ż b

a

dγptqfpγ1ptqq dt “

ż b

a

pf ˝ γq1ptqdt “ fpγpbqq ´ fpγpaqq.

Le résultat ne dépend que des extrémités de γ, en particulier si γpaq “ γpbq (γ est un lacet), alors
ż

γ

df “ 0.
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Si α est exacte sur U , sont intégrale sur tout lacet de U est donc nulle. Testons α “
ydx´xdy
x2`y2 sur U “ R2

zt0u

avec le lacet γ : r0, 2πs Ñ R, γptq “ pcosptq, sinptqq. On a

αγptqpγ1q “
cosptqdy ´ sinptqdx

cos2ptq ` sin2ptq
p´ sinptq, cosptqq “ pcosptqqpcosptqq ´ psinptqqp´ sinptqq “ 1

donc
ż

γ

α “

ż 2π

0

αγptqpγ1ptqqdt “

ż 2π

0

1 dt “ 2π ‰ 0

α n’est donc pas exacte, ce qui prouve le corollaire 4.5.0.7. En fait le test ci-dessus est une équivalence :

Proposition 4.6.0.2. Soit U un ouvert de Rn connexe par arc et α P Ω1pUq. α est alors exacte si et seulement
si

ş

γ
α “ 0 pour tout lacet γ Ă U lisse par morceaux.

Démonstration. Fixons x0 P U . Pour tout x P U , il existe un chemin C1 par morceaux γ dans U qui joint x0 à
x. On pose

fpxq “

ż

γ

α.

Le fait que l’intégrale de α sur tout lacet soit nulle implique que fpxq ne dépend pas de γ (exercice). Vérifions
que df “ α. Il suffit de montrer que Bf

Bxi
“ αpeiq pour chaque i P t1, . . . , nu. Fixons i et notons ct le chemin

s ÞÑ x`sei pour s P r0, ts (défini pour t ą 0 assez petit, U est ouvert). Notons γYct le chemin C1 par morceaux
obtenu en mettant bout à bout γ puis ct. On a alors

Bf

Bxi
pxq “ lim

tÑ0

fpx` teiq ´ fpxq

t
“ lim
tÑ0

1

t

ˆ
ż

γYct

α ´

ż

γ

α

˙

“ lim
tÑ0

1

t

ż

ct

α “ lim
tÑ0

1

t

ż t

0

αx`seipeiq ds

“ αxpeiq.

Définition 4.6.0.3 (Lacets homotopes). Deux lacets C1 par morceaux γ0, γ1 : ra, bs Ñ U sont (librement)
homotopes dans U s’il existe H : ra, bs ˆ r0, 1s Ñ U continue telle que pour tout pt, sq P ra, bs ˆ r0, 1s :

Hpt, 0q “ γ0ptq, Hpt, 1q “ γ1ptq, Hpa, sq “ Hpb, sq

et que les lacets γs définis par γsptq :“ Hpt, sq sont aussi C1 par morceaux.

Proposition 4.6.0.4 (Invariance de
ş

γ
α par homotopie). Soit U un ouvert de Rn et α une 1-forme fermée

sur U . Si γ0 et γ1 sont deux lacets homotopes dans U , alors
ż

γ0

α “

ż

γ1

α.

Démonstration. Soit s P r0, 1s. Par compacité, on peut recouvrir γspra, bsq par un nombre fini de boules
B1, . . . , Bk contenues dans U . Sur chaque Bi, il existe fi : Bi Ñ R lisse tel que α “ dfi, d’après le lemme
de Poincaré. Sur Bi X Bi`1, on a dpfi`1 ´ fiq “ 0, donc il existe une constante ci P R telle que fi`1 ´ fi “ ci
sur Bi X Bi`1 (pour i “ 1, . . . , k, avec la convention Bk`1 “ B1, fk`1 “ f1). Choisissons des points x1, . . . , xk
le long de γs tels que xi`1 P Bi X Bi`1 (avec la convention xk`1 “ x1q, et notons pxi, xi`1q le sous-arc de γs
entre xi et xi`1. Puisque α restreinte à Bi est exacte, l’intégrale de α sur pxi, xi`1q ne dépend que des valeurs
de fi aux extrémités, i.e.

ş

pxi,xi`1q
α “ fipxi`1q ´ fipxiq. On a donc

ż

γs

α “

k
ÿ

i“1

ż

pxi,xi`1q

α “

k
ÿ

i“1

pfipxi`1q ´ fipxiqq

“

k
ÿ

i“1

fipxi`1q ´

k
ÿ

i“1

fipxiq “

k
ÿ

i“1

fipxi`1q ´

k´1
ÿ

i“0

fi`1pxi`1q

“

k´1
ÿ

i“1

pfi ´ fi`1qpxi`1q ` fkpx1q ´ f1px1q

“ ´

k
ÿ

i“1

ci.
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qui ne dépend plus des xi. Pour s1 suffisamment proche de s, on peut recouvrir γs1 pra, bsq par les mêmes Bi
et utiliser les mêmes fi et ci. Le calcul de

ş

γs1
α en utilisant les x1

i les appropriés donne donc la même valeur

´
k
ř

i“1

ci. L’application s ÞÑ
ş

γs
α est donc localement constante et donc constante car r0, 1s est connexe.

Corollaire 4.6.0.5. Si U est simplement connexe (tout lacet de U est homotope à un lacet constant), alors toute
1-forme fermée sur U est exacte.

Corollaire 4.6.0.6. R2
zt0u n’est pas simplement connexe. Si p ‰ q, le cercle parcouru p fois n’est pas homotope

dans U au cercle parcouru q fois.

En effet, l’intégrale de α “
ydx´xdy
x2`y2 sur le cercle parcouru p fois donne 2πp. On peut montrer par contre que

pour n ě 3, Rn
zt0u est simplement connexe (et pas difféomorphe à Rn).

Définition 4.6.0.7 (Homotopie de chemins à extrémités fixes). Deux chemins C1 par morceaux γ0, γ1 : ra, bs Ñ

U , tels que γ0paq “ γ1paq et γ0pbq “ γ1pbq, sont homotopes dans U s’il existe H : ra, bs ˆ r0, 1s Ñ U continue
telle que pour tout pt, sq P ra, bs ˆ r0, 1s :

Hpt, 0q “ γ0ptq, Hpt, 1q “ γ1ptq, Hpa, sq “ γ0paq, Hpb, sq “ γ0pbq

et que les chemins γs définis par γsptq :“ Hpt, sq sont aussi C1 par morceaux.

Corollaire 4.6.0.8. Soit U un ouvert de Rn et α une 1-forme fermée sur U . Si γ0 et γ1 sont deux chemins
homotopes (à extrémités fixées) dans U , alors

ż

γ0

α “

ż

γ1

α.

En effet, le lacet γ0 Y γ´1
1 est homotope à un lacet constant.
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