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Rappels de calcul différentiel

Soient f: U « R"™ — RP? une application avec U un ouvert et a € U.

Différentielle : L’application f est différentiable en a il existe L: R"™ — RP linéaire vérifiant pour tout
u e R" voisin de 0 :
fla+wu) = f(a) + L(u) + |ule(u) avec | liHmOHE(u) | =0

o e: U — RP. On note |ulle(u) = o(u). Le choix des normes est indifférent puisqu’elles sont équivalentes en
dimension finie. La différentielle L est unique mais on trouve dans la littérature les diverses notations suivantes :

L=d.f=dfo=Duf)=Df(a) = f'(a).
On pourra écrire dq f(u) = do f - u.

Reégle de dérivation des fonctions composées : Si f est différentiable en a et g: V < RP — RY est
différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

da(gof) = df(a)godaf: R" > R.

Dérivées partielles : Si f est différentiable en a, elle admet en particulier des dérivées partielles définies
pour i € {1,...,n} par

0 d
(@)= L) = Fo

fla+te;) =daf(e)

a1y ..,0; +1,...,0,) = —
Haa, ! n) dt j1=0

La derniére égalité résultant de la régle de dérivation des composées.

Gradient, matrice Jacobienne : Si f est une application différentiable a valeurs dans R (ici, p = 1), on
appelle gradient de f le vecteur

Vaof = (alf(a)v L) anf(a))

formé des dérivées partielles. On a
daf(u) = Y 0 f(a)u; = (Vaf .
i=1

L’application f = (f1,..., fp) est différentiable si les f; le sont et on appelle matrice jacobienne de f la matrice

pPXMN:
01f1(a) -+ Onfi(a) Valf1
alfp(a) anfp(a) Vdfp
uy

On a Végalité matricielle d f(u) = Jof ( : ) La matrice J,f est la matrice dans les bases canoniques de

I’application linéaire d, f.

Application de classe C*, difféomorphismes : Si toutes les dérivées partielles 0; f; existent au voisinage
de a et sont continues en a, alors f est différentiable en a. On dit que f est de classe C! sur U si les d; f; existent
et sont continues sur U. Cela équivaut a ce que a — d,f € L(R",RP) ~ R"? existe et soit continu. On dit
que f est de classe C* si ses dérivées partielles sont de classe C¥~1. Une application f: U ¢ R" — V < RP
entre ouverts est un difféomorphisme de classe C* si f est de classe C* et admet une réciproque f~': V. — U
de classe C*. Nécessairement, p = n car d, f et d F(a) f~! sont des isomorphismes inverses I'un de 1’autre vu que

ld=do(f o f)=dpa)(f)odaf.

Théoréme 0.0.0.1 (INVERSION LOCALE). Si f: U < R™ — R" est de classe C*, de différentielle d, f inversible
en un point a € U, alors il existe un voisinage ouvert V < U de a tel que f(V) soit ouvert et que f: V — f(V)
soit un C*-difféomorphisme.
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1 Courbes, théorie locale

On travaille dans R" muni de {z,y) = > 2;y;, de la norme |z| = 1/{x, x) et de la distance d(z,y) = |z —y|

=1
associés.

1.1 Courbes dans R", généralités
1.1.1 Arcs paramétrés, arcs géométriques

Définition 1.1.1.1 (ARC PARAMETRE). Un arc paramétré de classe C* avec k € N=g est un couple (I, f) ot
I c R est un intervalle ouvert et f: I — R" est une application de classe C*.

Sauf mention contraire, dans la suite, on supposera k > 1.

Définition 1.1.1.2 (ARC GEOMETRIQUE). Deux arcs paramétrés (I, f) et (J, g) de classe C* sont C*-équivalents
s'il existe un C*-diffeomorphisme 6: J — I tel que g = f o §. Un arc géométrique est une classe d’équivalence
d’arcs paramétrés. Le sous-ensemble f(I) = g(J) < R" est le support de arc géométrique

C’est une relation d’équivalence : o Soit (I, f) un arc paramétré de classe C* avec k = 1. Il est clair que
(I, f) ~ (I, f) en prenant 6 = Id qui est bien un difféomorphisme lisse, donc ~ est réflexive.
e Soit (J, g) un arc paramétré de classe C*. Si (I, f) ~ (J, g), alors il existe 6: J — I un C*-difféomorphisme tel
que g = fof. Il est clair que §~1: I — J est aussi un C*-difféomorphisme et que f = go#~!, donc (J,g) ~ (I, f)
et la relation est symétrique.
e Soit (K, h) un autre arc paramétré de classe C*. Si (I, f) ~ (J,g) et (J,g) ~ (K, h), alors il existe 0: J —
tel que g = fof et il existe p: K — Jtelque h =goyp = (folb)op = fo(lop)ethop: K — I est un
CF-difféomorphisme, donc (I, f) ~ (K, h) et la relation est transitive.

Le difféeomorphisme 6 est un reparamétrage.

Exemple 1.1.1.3. On voit que f(t) = (t,0) sur | — 1,1 et g(s) = (2s,0) sur | — 1/2,1/2[ paramétrent le méme
arc géométrique (en posant 6: | —1/2,1/2[ — | — 1,1[; = — 2z un difféomorphisme lisse).

Remarque 1.1.1.4. (1) L’application @’ est continue et ne s’annule pas (puisque 6 est un C*-diffeomorphisme
avec k = 1), donc ' > 0 ou @ < 0 sur J. Les arcs (I, f) et (J,g) sont positivement équivalents si 8’ > 0. Une
classe d’arcs paramétrés positivement équivalents est un arc géométrigue orienté. Un arc géométrique contient
exactement 2 arcs géométriques orientés.

Exemple : h(t) = f(—t) sur | — 1, 1] est équivalent & f mais pas positivement.

(2) L’arc géométrique détermine le support mais la réciproque est fausse.

Exemple : Pour k € N et k& > 3, soit ¢ € |0, k7| tel que fi(t) = (cos(t),sin(t)) et Ay 'arc géométrique classe
de (]0, kx|, fr). Le support des Ay est fi(]0,kn[) = St = {z € C; |z| = 1} mais Ay # A, si k # £ puisque de
longueurs km # {7, or la longueur est invariante par reparamétrage (cf. remarque 1.1.3.2 (2)).

Autre argument : le cardinal de la pré-image d'un point #(f~*(p)) = #({t € I; f(t) = p}) € NU + o0 est
invariant par reparamétrage i.e. #(f1(p)) = #(g(p)) si f et g sont équivalents.

Définition 1.1.1.5 (POINT D’UN ARC GEOMETRIQUE). Un point d’un arc géométrique A est une classe d’équi-
valence de triplets (I, f,t), ou (I, f) paramétre A et t € I. La relation d’équivalence est : (I, f,t) ~ (J,g,5) 8’il
existe un reparamétrage 6: J — I tel que g = fof et t = 0(s). L’élément commun f(¢) = g(s) € R" est 'image
du point.

La notation (I, f, ) étant un peu lourde, on pourra dire simplement soit p = f(¢) un point de A, en pensant
a p comme la classe de (I, f,t). Sur le dessin ci-dessous, p; = f(t1) et p1 = g(s1) sont égaux mais différent de
p2 = f(t2). Néanmoins, tous ont pour image P. La distinction des points est utile car la tangente (voir section
d’apres) en p; n’est pas celle en ps.
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1.1.2 Points réguliers, tangente, plan osculateur
Soit A un arc géométrique paramétré par (I, f).

Définition 1.1.2.1 (POINT REGULIER, TANGENTE). Un point p = f(¢) de A est régulier si f'(t) # 0. La droite
affine f(t) + R f’(t) est alors la tangente & A en p. L’arc géométrique A est régulier si tous ses points le sont.

P+ Rf’(tl) =P+ Rg’(sl)

La définition est licite i.e. la condition f'(t) # 0 et la tangente sont invariantes par reparamétrage. En effet,
soit (J, g) un paramétrage de A tel que g = f o6 et t = 0(s), alors

g'(s) = (fo0)'(s) = f/(6()0' (s) = f'(£)0'(s)
et puisque 6’ # 0, on a ¢'(s) # 0 < f'(t) # 0. De plus, R¢'(s) = R f/(t), donc g(s) + R¢'(s) = f(t) + R f'(¢).

Exemple 1.1.2.2. Soit A dans R? un arc géométrique paramétré par t € | — 1,1[ tel que f(t) = (,0) et B
paramétré par t € | — 1, 1] tel que g(t) = (¢2,0). Ces arcs géométriques ont méme support mais sont différents :
A est régulier car f(t) = (1,0) # 0 et B n’est pas régulier en p = h(0) car h'(0) = 0.

Définition 1.1.2.3 (POINT BIREGULIER, PLAN OSCULATEUR). Soit A un arc géométrique régulier paramétré
par (I, f) et soit p = f(t) un point de A.

(i) Le point p est birégulier si f'(t) et f”(t) sont linéairements indépendants, sinon p est un point d’inflexion.
(i) Si p est birégulier, le plan vectoriel Vect(f'(t), f”(t)) est le plan osculateur & A au point p et le plan affine
f(&) + Vect(f'(t), f"(t)) est le plan osculateur affine.

(iii) L’arc géométrique A est birégulier si tous ses points le sont.

La définition est licite, i.e. ne dépend pas du paramétrage. En effet, soit (J, g) un autre paramétrage de A
et 0: J — I le reparamétrage. En dérivant g = f o #, on trouve

g\ _ £ _ (¢ o £(0)
(g//) - (f//(0)9/2+f,(9)0”) - (01/ 0/2) (f”(@)) . (1-1)
La matrice est inversible car 6'(s) # 0, donc Vect(g'(s),¢”(s)) = Vect(f'(t), f"(t)) en g(s) = f(t) ou t = 6(s).

Exemple 1.1.2.4. Sur R, soit f(t) = (cos(t),sin(t),1) dans R®. On a f’(t) = (—sin(t),cos(t),0) et f"(t) =
(—cos(t), —sin(t), 0). Ils sont non nuls et orthogonaux ({f’, f”» = 0) donc indépendants. Le plan osculateur est
R? x{0} et le plan osculateur affine est R? x{1}.

Dans cet exemple, la courbe est contenue dans un plan affine, ce qui implique la constance du plan osculateur.
La réciproque est vraie.
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Lemme 1.1.2.5 (ARC PLANAIRE < PLAN OSCULATEUR CONSTANT). Si A est un arc géométrique de R" dont
le plan osculateur est constant égal & un plan V < R", alors A est contenu dans un plan affine paralléle a V.

Démonstration. Soit ¢: R™ — R™ 2 une application linéaire de noyau V, par exemple : ¢(z1v1 + - - - + Tpvy,) =
(x1,...,Zp—2) ot {v1,...,v,} est une base de R" telle que V' = Vect{v,_1,v,}. Soit (I, f) un paramétrage de
A. Puisque ¢ est linéaire, sa différentielle d,¢ en a € R" est constante égale a ¢. Par conséquent, (¢(f(t))) =
dryd - f'(t) = ¢(f'(t)) = 0 puisque f'(t) € V = Ker(¢). Ainsi, t — ¢(f(t)) est constante. Fixons ¢y € I. Pour
tout £ € 1, on a alors 0 = 6(£(1)) — 6(f(te)) = S(/(t) — [(to)), done [(8) — f(to) € V, d'on f(t) € f(to) +V. O

1.1.3 Longueur

Définition 1.1.3.1 (LONGUEUR). Soit f: I — R™ continue et soit [a,b] = I. Etant donnée 0 = {a =ty < t; <
-+ <ty = b} une subdivision de [a,b], on définit

N-1 N-1
b (f) = Y d(f(t), F(tipn)) = X IF () = ftis)]-
=0 1=0

On dit que f est rectifiable sur [a,b] si

U(fi[ap)) := sup o (f) < +oo.

L’arc paramétré (I, f) est rectifiable si f est rectifiable sur tout [a,b] < I et sa longueur est alors

é(f) ‘= Ssup E(f|[a,b]) € [07 +OO]
[a,b]lcT

Un arc géométrique A paramétré par (I, f) est rectifiable si f l'est et sa longueur est £(A) := £(f).

f(ta)

]

ﬁ.
&
~
Il
o>~

(L=fU £

Remarque 1.1.3.2. (1) La quantité sup ¢,(f) peut étre infinie pour f continue. Un exemple est la courbe de
[od

Koch pour laquelle elle est infinie pour tout [a,b] I avec a < b (voir l'exercice 16 de la feuille 1).

PAN . ol
'x_;’ — ity e Q"‘:LLE
\ / L Jas N o
/ FAN i hrd i ey k i
A N SN o A e rud owd Lt Lo

(2) La longueur est invariante par reparamétrage continu. En effet, I'image réciproque d’une subdivision ¢ par un
homéomorphisme croissant 6 est encore une subdivision, donc £, (f) = €g-1(»)(f 0 0). Si on inverse l'orientation
de f en considérant h(t) := f(a+b—t), on a £y (h) = £,(f) en posant o/ = {a =t <t} <--- < tly = b} ou
t, =a+b—ty_; (on peut vérifier 'égalité en exercice). La longueur de A est donc bien définie.

(3) Le segment t € [0,1] — ¢(t) = p+t(q¢— p) est de longueur d(p, q) et est le plus court chemin entre p et ¢. En
effet, I'inégalité triangulaire montre que d(p, q) < £(fj[4,5)) pour toute fonction f joignant p = f(a) & ¢ = f(b)
et on calcule que ¢, (c) = d(p, q) pour toute subdivision, d’ou ¢(c) = d(p, q) (exercice).

(4) La longueur dépend de ’arc géométrique et pas seulement du support : une courbe parcourue en Aller-Retour
a une longueur double de la courbe Aller.
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Exercice 1.1.3.3. Soit f(t) = (¢, ¢sin(1/t)) défini sur ]0, 1[. Montrer que ¢(f) = 400 (Indication :

o).

s
=

Théoréme 1.1.3.4 (LES ARCS C! SONT RECTIFIABLES). Si A est un arc géométrique C!, paramétré par (I, f),
alors f est rectifiable et pour tout [a,b] c I,

b
amwp:fufuwm. (1.2)

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 1.1.3.5. On a . )
(1) dt| < f [ £/ (t)] dt. (1.3)

Démonstration. Par définition de l'intégrale de Riemann, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute
subdivision o = {a =ty <t < --- <ty = b} de [a,b] de pas ;11 —t; <, on a

Jf dt—Zf (tisr —t3)| < e (1.4)
et
b N-1
[ 1rolae= 3 1 @)t - 6)| < (15)
a i=0
En utilisant I'inégalité triangulaire on a
N-1 N-1
It)dt’: Zf/ i z+1*t +Zfl 1 1+1 t)
=0 =0
N-1 N-1
Zfl i H—l_t +Z H z+1_t)
i=0 =0
b
<e +f If @) de+e
a
avec (1.4) et (1.5), d’ou (1.3) en faisant tendre e vers 0. O

Démonstration du théoréeme 1.1.5.4. La quantite de droite de (1.2) est finie par continuité de || f'|| et compacité

de [a,b]. Montrons d’abord l'inégalité £(f|[a,51) S | f/(¢)| dt qui prouvera la rectlﬁablhte de f sur [a,b]. Soit
oc={a=ty <ty <--- <ty =0b} une subd1V1510n de [a,b]. Pour chaque i € {0, . -1},

A1), F(tisn)) = [ F(tisr) — F(t)] = ”UNUM\<f”qunw

i t;

d’aprés le lemme 1.1.3.5. En sommant de 0 & N — 1,

N—
2 (tis1) fnf )|t

donne I'inégalité voulue en prenant le sup sur les subdivisions o de [a, b]. L’inégalité réciproque est plus délicate.
Il suffit de montrer que pour tout € > 0,

b
i) = | 17001 dt =260~ a). (16)

Observons que si f/(t) est constante sur [t;,¢;41], alors on a

J,"soal-

i

[y <1l

i

:Mﬁmwﬁr%»zﬁ”Wmawa

7

d(f(t:), f(tiv1)) = ‘
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On se rapproche de cette situation en découpant [a, b] en petits intervalles sur lesquels f(t) est presque constante.
Fixons € > 0. Puisque f’ est continue, elle est uniformément continue sur le compact [a, b] par le théoréme de
Heine. Il existe donc § > 0 tel que

(Vs,tefa,b]) [t—s|<d=|f(t)—f(s) <e.

On prend une subdivision o de [a, b] telle que ¢;41 —¢; < 6. On a

[, s~

g

[ rega [ o s v x -y x -v)

ti

i

i

tit1
["ro- f'(u-)dt\ (avee [X + Y] > |X] - |¥])

K

> f £t dt - f I£(#) = £(t)] dt (avec le lemme 1.1.3.5)

t; t;

> f Crwna f e - 17 @) at - f

i t; t;

ti

1) - £ a

(encore avec X =Y + X — Y dans Uintégrale de gauche)

> f irw a2 j TP - rolde (avee [ X — Y] = —1X - V)

t; ti

ti+1

> f ()] dt — 2e(ti11 — 1)
t;

par choix de § et de o. Ainsi,

f £ dt‘ > f 0] dt — 22t — )

i

1F(tin) — 18] = \

et on obtient I'inégalité £, (f) > Sz [f(@®)]|dt — 2(b — a) en sommant sur i, d’ou (1.6). O

Tout arc géométrique régulier admet un paramétrage privilégié, celui a vitesse constante 1, pour lequel
beaucoup de quantités géométriques auront des expressions plus simples :

Proposition-Définition 1.1.3.6 (PARAMETRAGE PAR LONGUEUR D’ARC). Soit A < R" un arc géométrique
régulier C!. 1l existe un paramétrage (J,g) de A, dit paramétrage par longueur d’arc, tel que

(vseJ) |g'(s)| =1

ou de maniére équivalente,
(V[a,0] = J)  U(g)[ap)) =b—a.

Démonstration. Soit (I, f) une paramétrisation de A. Soit a € I, posons s: I — R tel que

s(t) = [ 1)l du

L’application s est alors de classe C! et s'(t) = |f/(t)| > 0 pour tout ¢ € I. Par le théoréme de la bijection!,
cela implique que s est un difféomorphisme. On définit J = s(I) et §: J — I comme la réciproque de s, alors
g = f o0 vérifie avec t = 0(u),

=1

lg' (W)l = 11£(6(w))8" (w)]| = ‘f/(t)

1 ‘ 0]
0| RVIO]

en utilisant la régle de dérivation de la fonction réciproque. O]

Remarque 1.1.3.7. (1) Si f et g sont deux paramétrages par longueur d’arc tel que g = fo6, alors 8(t) = +t+C,
car 1 = ||¢'|| = | f (&) = ||f'(0)] - 16| =1-|0"| donc |#'| =1 et en intégrant en ¢ on a notre résultat.

(2) Si|¢'| = 1sur J, alors ¢’ est orthogonal & g”. En dérivant 'égalité (¢(s), ¢'(s)) = 1, on obtient {¢”(s), ¢'(s))+
(g'(s),9"(s)) = 2(g'(s),9"(s)) = 0. On a donc :

1. Si s est continue et strictement monotone sur I, alors s établit une bijection de I'intervalle I sur s(I) = J. En particulier, la
fonction réciproque s—1: J — I est continue, strictement monotone sur J et elle a le méme sens de variation que s.
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A est birégulier en g(s) < ¢'(s),g”(s) # 0.

Exercice 1.1.3.8 (CERCLE DE RAYON R). Soit P € R" et V < R" un plan affine contenant P. Soit {u, 0} une
base orthonormée du plan vectoriel V. Montrer que

s s
s) =P+ Rcos| = |t+ Rsin | = |v
o) (%) (%)
est un paramétrage par longueur d’arc du cercle de rayon R de centre P contenu dans V.

1.1.4 Courbure

Définition 1.1.4.1 (COURBURE). Soit A < R" un arc géométrique régulier, (J, g) un paramétrage de A par
longueur d’arc et p = g(s) un point de A. On appelle courbure de A en p le réel

Ka(p) = lg" ()]

S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement K 4(p) = K(p). La définition est licite. En effet, soit (I, f)
un autre paramétrage de A par longueur d’arc tel que ¢ = f o 6. La formule (1.1) valable pour g = f o6
quelconques donne avec t = 6(s) :

g"(s) = /(00 (s)* + f'()0" (s). (1.7)
Cependant, 6/ = +1, donc "2 = 1 et §” = 0, d’ot1 g"(s) = f(t).

Exemple 1.1.4.2. Pour un cercle de rayon R, la courbure est 1/R.

Le paramétrage par longueur d’arc peut-étre délicat a calculer, donc il est utile d’avoir une formule de la
courbure pour un paramétrage quelconque. Soit (I, f) un tel paramétrage, (J, g) un paramétrage par longueur
d’arc tel que g = f o 6. Il suffit d’exprimer 0’(s) et 8”(s) en fonction de ¢ dans la formule (1.7). On a donc

L=g' ) =1 @) = 1£ @) - 16'(s)]
d’ou B 1 ) )
TOIEERSIONION

RO
W0 = 2w, )2

RV ONUON
W, F)
£(t)

En posant, 7 = 77 on obtient au point p = g(s) = f(t) :

g"(s) o/t |27T>T. (1.8)

9/(8)2

En dérivant on obtient

d’ou

TEERNTA
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On commente la formule (1.8) : elle dit que ¢”(s) est le projeté orthogonal de ﬁ sur 7+. En appliquant le
théoréme de Pythagore, on en déduit :

e T Ol AN ON IO
Ke)” = lg"(=)I" = (f’(t)l2> ‘< FOP )

Interprétation cinématique : On peut reformuler (1.8) comme suit. Supposons la courbure non nulle et

posons v = /( i L7, alors

lg”

@)y =< o + 1 O K (p)v. (1.9)
On voit que l'accélération f”(t) a une composante tangentielle i.e. {f”,7)7 et une composante centrifuge i.e.
[/ (t)|I?K (p)v. Imaginons qu’en voiture, nous accélérions dans un virage. La force ressentie est pour partie
dirigée vers notre siége (due a la pression sur 'accélérateur) et pour partie vers I'extérieur du virage (composante
centrifuge). La courbure n’intervient que dans cette derniére, c’est 'accélération centrifuge divisée par le carré
de la vitesse.

1.1.5 Cercle osculateur

Soit A un arc géométrique régulier paramétré par longueur d’arc par (J,g) et soit p = g(s) € A tel que
K(p) # 0. On note 7 = ¢'(s) et v = u?(s)\\ On rappelle que le plan osculateur affine & A en p = g(s) est
g(s) + Vect(g', g").

Définition 1.1.5.1 (CERCLE OSCULATEUR). Le cercle osculateur & A en p est le cercle, contenu dans le plan
osculateur affine, de centre g(s) + ﬁy et de rayon ﬁ.

/
’C:%

1)

C’est le cercle du plan osculateur affine qui a méme tangente et courbure que A en p. Il est situé du méme
coté de la tangente de l'arc. Il approxime l'arc a 'ordre 2, dans le sens suivant.

Proposition 1.1.5.2 (APPROXIMATION PAR LE CERCLE OSCULATEUR). Soit (K, k) un paramétrage par longueur
d’arc du cercle osculateur & A en p. On peut supposer que h(0) = p = g(0) et 4'(0) = 7. On a alors

g(s) = h(s) + o(s?).
Démonstration. Dans le plan osculateur muni du repére (p, 7, v), le paramétrage par longueur d’arc d’un cercle
de rayon R centré en (0, R) (avec position (0,0) au temps 0) est
s — (0, R) + R(sin(s/R), — cos(s/R))
(en faisant subir une rotation de —7/2 a la formule habituelle). On a h'(s) = (cos(s/R),sin(s/R)) et h"(s) =
(—sin(s/R),cos(s/R)), d’ou en faisant le développement limité en s = 0, on obtient h(s) = (0,0) + s(1,0) +
(0, %) + o(s?), soit

w‘%@\"

2
h(s) = h(0) + s7(0) + 5%1/(0) + o(s%)

Par ailleurs, le développement limité de g(s) en 0 & Pordre 2 donne
2 2

9(s) = 9(0) + 59'(0) + 9"(0) +0(s?) = h(0) + s7(0) + K (p)1(0) + o(s?)

et comme le rayon du cercle osculateur est R = ﬁ, on a bien g(s) = h(s) + o(s?). O
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1.1.6 Invariance par isométries de la longueur et de la courbure
Définition 1.1.6.1 (ISOMETRIES). Une application f: R"™ — R" est une isométrie si
(Ve,y e RY) d(f(x), f(y)) = d(z,y)
et orthogonale si
(Vz,y e RY) (f(x), f(y) = (2, 9)-

On rappelle un résultat du cours de Géomeétrie affine et /ou Algebre bilinéaire et géométrie. Pour la commodité
du lecteur, une preuve est donnée plus bas.

Théoréme 1.1.6.2 (ISOMETRIES DE R"). Une isométrie de R"™ est la composée d’une application orthogonale
et d’une translation, i.e. est de la forme z — Mz +v ot M € 0, (R) et v € R". En particulier, elle est de classe
C*®.

Proposition 1.1.6.3 (INVARIANCE DE LONGUEUR ET COURBURE PAR ISOMETRIE). Soient A un arc géométrique
de R" et f une isométrie de R".

(i) L’application f respecte les paramétrages par longueur d’arc et ¢(A) = £(f(A)).

(ii) La courbure de A en p € A est égale a la courbure de f(A) en f(p).

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.1.6.2, f(z) = Mz + v pour M € 0,(R) et v € R", donc la différentielle
d.f de f est représentée par la matrice M orthogonale. Soit (J, g) un paramétrage par longueur d’arc de A.
(i) Pour tout s € J,

I(f 9) ()l = ldg(s) f - g (5)] = [Mg'(s)] = llg'(s)] = 1
donc (J, f o g) est un paramétrage par longueur d’arc de f(A). Ainsi, on obtient I’égalité des longueurs avec la
longueur de J.

(ii) Soit p = g(s), alors f(p) = fog(s) et
Kpay(f(0) = [(fo9)" ()| = [(Mg'(9))"] = M - g"(s)| = lg"(s)] = Kalp).

Lemme 1.1.6.4. Une isométrie fixant 0 est orthogonale. En particulier, elle est linéaire.

Démonstration. Soit f une isométrie de R™ fixant 0. Pour tous z,y € E, on a

1f (@) = f)| = d(f(z), f(y)) = d(z,y) = |z - y|

et en particulier | f(x)|| = | f(z) — f(0)|| = |«|. Aprés développement des produits scalaires dans 1’égalité,

@) = f), f2) = F@) = 1f(2) = F@)I? = |z = yl* = &~y 2 —y)
et simplification des normes égales il reste —2{f(x), f(y)) = —2{x,y) d’ou le résultat. O

Démonstration du théoréme 1.1.6.2. o Montrons d’abord qu’une application orthogonale est linéaire. En déve-
loppant le produit scalaire, on a :

[f(@+y) = fla) = W) = fla+y), fl@+y)+ @), f@) + ). fly)
=22 f(z+y), f(2)) = 2f (@ +y), f(y) + 2{f (), f(¥))
= <$ +y,’l§+y>+<l‘,$>+<y,y>* 2<’I‘+y,3]>72<l' +yay>+ 2<:€,y>
= |z+y—z—y[>=0
prouvant que f(z +y) = f(z) + f(y) et on montre de méme que | f(Az) — Af(z)]|? = 0.
e Les matrices représentant les endomorphismes orthogonaux forment le groupe orthogonal O, (R) := {M €
M,(R); *MM = 1,} puisque
MeO,(R)= MM =1,
< (Vo,y e R") (z,y) = {(x, "M My) = (Mx, My).

Ainsi, x — Mx est orthogonale. Elles sont des isométries, préservant la norme et la distance :
d(Mz, My)® = [Mz — My|?* = [M(z - y)|* = |z — y|* = d(z,y)*.

Soit f une isométrie de R™ et soit T la translation de vecteur —f(0). On a alors que L := T o f est une isométrie
de R™ fixant 0, donc L(z) = M pour M € O, (R) d’aprés le lemme 1.1.6.4. Comme f = T~! o L, le théoréme
est donc prouvé. O
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1.2 Courbes dans R?

Dans R?, on sait tourner « a gauche » ou « a droite ». En effet, R? est orienté par la base canonique (f, 5) et
fest a gauche de i. Le vecteur v € R? est alors a gauche de u si la base (u,v) est directe. Par définition donc, si
det(u,v) > 0, ot on voit les coordonnées de (u,v) comme la matrice de passage vers la base canonique, la base
est directe. En identifiant R* ~ C via (a,b) — a + ib, la multiplication complexe par ¢ est une rotation d’angle
5. Pour v unitaire, la base (u,iu) est orthonormée directe. La matrice de passage de (u,v) & (u,iu) est

Q= ((1J <<;;vv>>)

donc det(Q) = (iu,v) > 0 si et seulement si v appartient au demi-espace R?\ R.u contenant 7.

e’

Ceci permet de donner un signe a la courbure d’un arc, selon qu’il tourne & gauche ou a droite.

1.2.1 Courbure algébrique

On définit la courbure algébrique a valeur dans R d’un arc régulier, strictement positive si g” est a gauche
de ¢’ et strictement négative si g” est a droite. Formellement :

Définition 1.2.1.1 (COURBURE ALGEBRIQUE). Soit A un arc géométrique orienté régulier paramétré par lon-
gueur d’arc par (J, g). On appelle courbure algébrique en p = g(s) € A le réel

ka(p) = k(s) = <g"(s),ig' ()

v

(6”: ka(?);ﬁf
liﬁ(p) Z o

De maniére équivalente, k4(p) est Punique réel satisfaisant g”(s) = ka(p)ig’(s). En effet, ¢” Lg’, donc ¢” €
Rig’. On a évidemment |k4(p)] = Ka(p). En notant (7,n) = (¢',i¢’) la base orthonormée directe déterminée
par ¢’, on a les relations

' =kn n' = —kr. (1.10)

En effet, n’ = (ir)’ = i’ = ikn = —k7. On montre dans la proposition 1.2.1.3 ci-dessous que la courbure

algébrique est la vitesse de rotation du vecteur tangent unitaire 7 : k = o’ si « est I'angle de 7 avec le vecteur i
Comme l'angle n’est défini que modulo 27, on va définir « & valeurs dans R par la formule 7 = ' et requérir
qu'il soit lisse. L’existence de a suit de 7 € S' mais sa régularité demande une justification.
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Lemme 1.2.1.2 (RELEVEMENT DE L’ANGLE). Soit 7: J — S' < R? de classe CP avec p > 1 et soit s € J. 1l
existe un unique a: J — R de classe C? telle que 7 = €' et a(sg) € [0, 2.

Démonstration. La fonction a doit satisfaire la relation 7/ = ia/e’® = ia/T € C, soit o/ = —i%/ € C. Par ailleurs,
en dérivant 1’égalité (7,7) = 1, on trouve 2{7’,7) = 0, donc 7’ est perpendiculaire & 7. Soit aussi 7" € Rit, ou
encore —i%' € R. On définit a(sg) € [0, 27 tel que 7(sq) = €*(*0) puis

S !

a(s) = aso) + J —i;(t) dteR.

50
On vérifie immédiatement que « convient. O

Proposition 1.2.1.3 (LA COURBURE ALGEBRIQUE EST LA VITESSE DE ROTATION DU VECTEUR UNITAIRE
TANGENT). Soient (J,g) un paramétrage par longueur d’arc de classe C? et «: J — R de classe CP tels que
g = e'®. La courbure algébrique de g vérifie alors k(s) = a/(s) sur J.

Démonstration. On a directement k = {g”,ig") = (id/¢’,ig") = . O

1.2.2 La courbure algébrique détermine la courbe

Imaginez que vous étes enfermé dans le coffre d’une voiture roulant & vitesse constante. Pouvez-vous recons-
tituer le trajet a partir des accélérations ressenties? OUI (théoriquement). Mathématiquement : La courbure
algébrique détermine la courbe (& isométrie prés : il faut connaitre position et vitesse initiales).

Théoréme 1.2.2.1 (LA COURBURE ALGEBRIQUE DETERMINE LA COURBE). Soit k: I — R une fonction de
classe CP, avec p > 0. Il existe alors, & isométrie prés, un unique arc géométrique orienté A de classe C?*? dont
k soit la courbure algébrique.

Démonstration. Soit k: I — R une fonction de classe CP avec p > 0. Fixons un angle ap € R et un point
po € R%. Pour sg € I, on pose a(s) = Szo k(t) dt, puis on intégre le vecteur vitesse 7 := e** :

S

g(s) =po + j e qt.

S0
Ainsi, ¢ = €' est alors paramétré par la longueur et ¢” = o/ie’® = kig’. L'unicité de la courbe telle que
9(s0) = po et g'(sp) = €' est claire puisque k et ay déterminent «, puis « et py déterminent g. O

Remarque 1.2.2.2. Le théoréme est faux avec la courbure.

a52

Exemple 1.2.2.3. La clothoide est la courbe de courbure algébrique k(s) = as avec a > 0. On a a(s) = %4

d’ott
g(s) = g(0) + J (cos(as?),sin(as?)) ds.

s0

C’est la trajectoire parcourue en voiture si on tourne le volant & vitesse constante. Elle est utilisée dans les
constructions de routes ou de rails pour raccorder des droites et des arcs de cercle sans faire d’a-coup.
1.2.3 Formules

Paramétrage quelconque : Soit (I, f) un paramétrage régulier quelconque, on a f'(¢t) = || f/(¢t)||7 et au
point p = f(t) d’aprés (1.9), on a également

@) ="+ IF OPK @y = ", mr + [ (0)Pk(s)n.

Les coordonnées de (f’, f”), exprimées en colonne dans la base orthonormée directe (7,n), forment la matrice
(Hf’l\ 7y )
0 If' (®)I7k(s)

det(f', f") = |f (1)K ().

Le déterminant de la matrice de coordonnées ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie car la
matrice de passage entre deux bases orthonormées direct est de déterminant 1. En outre,si on écrit maintenant

f=(x,y), on a

dont le déterminant est

_ det(f'7f//) 3 m’y” _ x”y’
KO = TEOF T @R 111)
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En coordonnées polaires : Soit f: I — C donnée par f(6) = r(0)e?, ot r(#) > 0. On a alors

f/: /194—7“260 et f//: n" 10—&-27“26 7“619:(7“//—7“)619+27“/i619

Dans la base (%, ie?), les coordonnées de (f’, f”) forment la matrice (’: T;;T), d’ott

det(f/, f//) B 27'/2 + 7,,2 _ ,r,r//
[POF ~ 0+

k(0) =

1.3 Courbes dans R?, dites courbes gauches

On travaille maintenant dans R? euclidien, orienté par la base canonique (Z, j', E) Il n’y a pas de notion
bien définie d’étre « & gauche » d’un vecteur unitaire v donné : pour tout vecteur unitaire v € u*, il existe une
isométrie directe envoyant (u,v) sur (;, ;), donc tout u' serait « a gauche » de u. Pourtant, il existe bien une
notion de gauche et de droite que nous utilisons au quotidien : celle-ci tient du fait que nous avons deux axes
naturels orientés, définis par la vision (axe derriére-devant) et la gravité (bas-haut). Mathématiquement : étant
donné (u, v, w) orthonormée, il existe une unique isométrie directe envoyant (u,w) sur (i, k), le vecteur v étant
envoyé sur ij, ce qui permet de dire s’il est & gauche ou a droite de u. Revenons aux arcs géométriques orientés
et considérons g un paramétrage par longueur d’arc. Il n’y a au départ qu’un axe orienté naturellement défini :
celui défini par le vecteur vitesse ¢’. On peut orienter le plan osculateur par (¢’,¢”) si g’ # 0. On pourra alors
définir « le haut » et «le bas » par rapport au plan osculateur en se donnant un 3éme vecteur 3 tel que (¢, g”, )
soit directe. Pour cela nous supposerons A birégulier dans toute cette section.

1.3.1 Triédre de Frenet, torsion

Produit vectoriel : Faisons tout d’abord quelques rappels sur le produ1t vectorlel C’est ’application
bilinéaire antisymétrique A : R® x R® — R? vérifiant ¢ A j = k: jin k= i, kni= ] Il s’ensuit que

Z1 Y1 T2Y3—T3Y2

(I2> A (yz) = —(z1ys—x3y1) |.
z3 s T1Y2—T2Y1

De maniére équivalente, le produit vectoriel est caractérisé par ’égalité
(X ANY,Z)=det(X,Y, 2)

pour tous X,Y,Z € R>. Le déterminant étant celui des coordonnées de X,Y,Z dans la base canonique. En
particulier, X A Y est orthogonal & X et Y. On a I’égalité

[ X AY]?+4XY) = |X|PY )2

Si e1, es sont des vecteurs orthonormés, ez = e; A es est tel que (e, e, e3) est orthonormée directe. Soit (J, g)
un paramétrage de A par longueur d’arc.

Définition 1.3.1.1 (TRIEDRE DE FRENET). Le triedre de Frenet de A est la base orthonormée directe (7,v, )
définie le long de A par
/ _ g
lg”
On a utilisé I’hypothése de birégularité pour définir v. Rappelons que 7/ = Kv ou K est la courbure.
L’expression de v/ et 3’ dans la base (7, v, §) définit les relations de Frenet :

T=yg B=Tnr (1.12)

Proposition 1.3.1.2 (RELATION DE FRENET). Il existe une fonction T': J — R, appelée torsion, telle que

T = 0 +Kv 0
vV = —-Kr7 0 -Tp
g = 0 +Tv 0

On peut ’écrire plus simplement :
7 =Kv vV =—-Kv—-T8 B =Tv.

Démonstration. On a les relations

1=(r,7)=,v)=(B.5)

0= <7—7V> = <V7ﬁ> = (7, B).
En dérivant {8, 8), on a {(#’, ) = 0. En dérivant (7, 8), on obtient {7/, 8) = —(r, '), qui est égale a 0 puisque
7' = Kv. Ainsi, 8 est colinéaire a v. On appelle T le réel tel que 8’ = Tv. En dérivant (v, v), on a (¢',v) = 0. En
dérivant {r,v) on obtient {7/, v) = —(7,v’), qui est égale & K. En dérivant (v, ), on obtient (', 8) = —(v, 5,
qui est égale & —T. O
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La torsion mesure le défaut de planeité de la courbe : En effet, T est identiquement nulle si et
seulement si 3 est constant. L’égalité S+ = Vect{r, v} montre I’équivalence de la constance de f3 et celle du plan
osculateur. Cette derniére est équivalente a la planeité de la courbe grace au lemme 1.1.2.5. Le cadre présent
permet de redémontrer le fait que la constance du plan osculateur implique la planeité de la courbe : puisque
{¢g’,B) = 0, on a par intégration (en utilisant 8’ = 0) que (g, 5) est constant, puis que g(s) —g(so) LS, c’est-a-dire
que g(s) € g(so) + B*+. Le signe de T renseigne sur la position de I’arc par rapport & son plan osculateur. En
effet, par un développement limité, en utilisant ¢ (s) = (Kv) = K'v + K(—K7 — TJ3), cela donne

g(s) = g(0) + s7(0) + ?(Ku)(O) + %(K’y — K% — KTB3)(0) + o(s®)

K23 K2 K/B KT3
=g(0)+(‘9_ 3 >T+< 7+ 68>V_ B+ o(s?).

Pour s > 0 petit, le coefficient de v est positif (on va toujours « & gauche » dans le plan osculateur) mais celui
de B est négatif si T > 0 (on descend), positif si T < 0 (on monte). Dés que T # 0, la courbe traverse son plan
osculateur.

1.3.2 Courbure et torsion déterminent la courbe

Si on connait la courbure, qui indique de combien on tourne « & gauche » dans le plan osculateur et la torsion,
qui indique de combien on monte ou on descend, on doit pouvoir reconstituer la trajectoire. Effectivement,
courbure et torsion déterminent la courbe :

Théoréme 1.3.2.1 (COURBURE ET TORSION DETERMINENT LA COURBE). Soit K € C*(I,R~¢), T € C°(I,R),
(70, 0, Bo) un repére orthonormé direct, sy € J et p € R3. 1l existe alors un unique arc birégulier (.J,g) de
classe C3, paramétré par la longueur, de courbure K et de torsion T, dont le repére de Frenet en g(sg) = p est

(To, Vo, 50)-

Démonstration. Les relations de Frenet écrites en coordonnées équivalent au systéme suivant :
<T1 T2 7'3)’ ( 0 K 0) (7'1 T2T3)
Vi V2 V3 =|-K 0 -T )| V1 V2vVs
B1 B2 B3 0T 0 B1 B2 B3

O'(s) = M(s)O(s) (1.13)

soit

ou les lignes respectives de O(s) sont les coordonnées de 7,v, [ respectivement, par exemple dans la base
(70, 0, Bo)- La condition initiale se traduit donc par O(sg) = Is. L’équation différentielle (1.13) étant linéaire
d’ordre 1 et la fonction s — M(s) étant continue sur J, le probléme de Cauchy admet (par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz) une unique solution s — O(s) définie sur J. Vérifions que O(s) reste orthogonale (ses
vecteurs lignes sont alors orthonormés), c’est-a-dire que *O - O = I3 ou de maniére équivalente O -*O = I3. On a

(0-t0) =0 -*0+0 - (*0)
= MO 'O+ 0 -*(MO)
- MO -*O+0-'0-*M
= MO -*O—0-*OM

en utilisant 1'antisymétrie de M. Cela signifie que s — O - 'O vérifie aussi une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 sur J, de condition initiale (O - *O)(sg) = I3. Puisque la matrice identité I3 est solution de cette
équation et de méme condition initiale, 'unicité de Cauchy implique que (O - *O)(s) = I3 pour tout s € J. On

définit alors g par intégration :
S

g(s) =p+ j 7(t) dt.

S0

O

Remarque 1.3.2.2. Le théoréme est faux sans '’hypothése K > 0 : d’abord la torsion n’est pas définie ; ensuite,
méme pour une courbe restreinte a un plan, sans signe sur la courbure, on ne peut distinguer un virage & gauche
d’un virage & droite.
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1.3.3 Formules
Pour le paramétrage par longueur d’arc (J, g), on a
g=7 ¢ =7=Kv ¢®=Kv+K/=-K7+Kv-KTp.

En particulier,
det(g’,¢",¢®) = —K>T.

Pour (I, f) un paramétrage de A et 6 le changement de paramétrage tel que f = go 6, on a

f/ _ e/g/ f// _ 0//9/ + 0/29// f(S) _ 9(3)91 + 39/9//9// + 9/39(3)

d’out
I~ £l =10 P K
et
det(f/, f//7 f(3)) — det(@lg/, 9/29//7 9/39(3)) — 9/6(_K2T)
donc

_ A

. R L)

171° Lf A 2
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2 Sous-variétés de R”

2.1 Introduction

La notion de sous-variété de R" de dimension d (avec d € [[0,n]]) généralise celle de sous-espace vecto-
riel : c’est localement un bout de sous-espace vectoriel déformé par un difféomorphisme ambiant. Sauf men-
tion contraire, les objets considérés (applications, difféomorphismes, sous-variétés) seront de classe C* avec
k € Nxg u{o}. Cette régularité exclut les cones des sous-variétés par exemple.

Définition 2.1.0.1 (SOUS-VARIETE PAR REDRESSEMENT). Une partie M < R" est une sous-variété de R" de
dimension d si pour tout a € M, il existe des voisinages ouverts U et V de a et 0 dans R" respectivement et un
difféomorphisme

f:U—-V telque f(MnAU)=Vn(Rx{0}).

On peut remplacer R? x {0} par tout espace affine de dimension d. La dimension d de M est unique puisque
V A (R x{0}) n'est diffcomorphe a V' n (Rd/ x{0}) quesid =d'.

. R %0

Variété topologique : La restriction de f & M n U (ouvert de M pour la topologie induite) est un
homéomorphisme vers un ouvert de R%. Il s’ensuit que M est localement homéomorphe a RY, ce qui est en fait
une variété topologique de dimension? d (espace topologique séparé localement homéomorphe a Rd). La sphére
et le tore de révolution sont d’honnétes sous-variétés C* de R® de dimension 2, on verra plusieurs méthodes
pour le prouver,

alors qu’un cone (X < R" est un cone s'il est invariant par multiplication avec un scalaire :  — Az avec
A > 0) n’est pas une sous-variété.

2y —22=0,220

Exemple 2.1.0.2. (1) La spheére S? = {(z,y,2) € R®; 22 + y® + 2% = 1} est une sous-variété de dimension 2.
(2) Dans R? et R?, Pensemble {(z,) € R%; 2> —%? = 0} ou méme Pensemble {(z,y,2) € R?; 22 + 9> — 22 = 0}
ne sont méme pas des variétés topologiques : sinon il existerait un voisinage W de 0 dans X homéomorphe a
R” et on voit que c’est absurde en comparant le nombre de composantes connexes de W\{0} et de R*\{0}.
(3) Dans R?, I'ensemble {(z,y,2) € R?; (2 = 0) 22 + y> — 22 = 0} est une variété topologique mais n’est pas
une sous-variété C1.

2. la dimension d d’une variété topologique est également unique mais c’est plus difficile & prouver pour d > 2 : il faut le théoréme
!
d’invariance du domaine [Brouwer, 1912| pour prouver que R< n’est homéomorphe & R% que si d = d’. Le cas d = 1 est facile :
R\{0} a deux composantes connexes alors que R \{0} reste connexe si d’ > 2.
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La définition ci-dessus est heuristiquement simple mais pas trés pratique. Nous allons voir plusieurs critéres,
en généralisant aux sous-variétés les descriptions d’un sous-espace vectoriel comme image ou noyau d’applica-
. o d
tions linéaires. Observons que R x{0} < R".

Image de l’injection : Elle est définie par
i: R” > R'xR"
x — (z,0)

Plus généralement, un sous-espace vectoriel de dimension d de R™ est I'image d’une application linéaire h: R? -
R" injective.

Noyau de la projection : Elle est définie par

pr: Rd x Rnfd N Rnfd
(z,y) —>y

Tout sous-espace vectoriel de R™ de dimension d est noyau d’une application linéaire g: R" — R ¢ surjective
(par le théoréme du rang).

Puisqu’une sous-variété est localement un sous-espace vectoriel déformé par un difféomorphisme ambiant,
on peut la décrire a I’aide d’une injection ou d’une projection déformée par un difféomorphisme ambiant. On
appellera ces applications immersion et submersion respectivement.

2.2 Immersions, submersions

Commengons par donner des définitions des immersions et submersions en apparence différentes de celles
proposées juste avant. Elles sont équivalentes aux précédentes et facile a tester.

Définition 2.2.0.1 (IMMERSION, SUBMERSION). (i) Une application f: U < R" — R? est une immersion en
a € U si sa différentielle d, f: R™ — RP est injective. C’est une immersion sur U si ¢’est une immersion en
chaque point de U.

(ii) On dit que f est une submersion en a si d, f est surjective. C’est une submersion sur U si c’est une submersion
en chaque point de U.

Donnons quelques exemples :

Exemples triviaux : L'injection i: z € R? — (z,0) € R" est une immersion puisque d, i = i est injective.
La projection pr: (x,y) € RIxR" 4 AS R"™ % est une submersion puisque d, pr = pr est surjective.

Composées : Une composée d’immersions est une immersion et une composée de submersions est une
submersion. Un difféomorphisme ¢ de R"™ est a la fois une immersion et une submersion.

Déformations par difféomorphisme : Il s’ensuit que ¢ o i est une immersion et pro¢ une submersion.
Les propositions 2.2.0.2 et 2.2.0.7 ci-dessous, dites de redressement, montrent que localement, toute immersion
s’écrit ¢ oi et toute submersion prog, ol ¢ est un difféomorphisme entre ouverts de R™.

Source de dimension 1 : On a
« Lapplication f: I ¢ R — R" est une immersion en ¢ € I si et seulement si f'(¢) # 0. »

En effet, di f -u = f'(t) - u pour tout u € R. La différentielle d; f: R — R" est donc injective si et seulement
si f'(t) # 0. Quand d = 1, les immersions sont les arcs paramétrés réguliers.

But de dimension 1 : On a:
« L’application f: R"™ — R est une submersion en z si et seulement si d, f # 0. »
En effet, d, f(R"™) est soit {0}, soit R tout entier (puisque d;(R"™) est un sous-espace vectoriel de R), donc dg f

est surjective dés que d, f # 0, soit aussi

Vof = (af(:r) af(x)) £(0,...,0).

oz, 7 Oz,
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Par exemple,
g: R®->R

(1:171'2,:173) = ZE% + Ig + l'g -1
est de gradient V,g = (2z1, 229, 2x3) # 0 sur R*\{0}, donc est une submersion sur R*\{0}.

Tout graphe est une immersion : On a enfin :

« Toute f: U ¢ RY - R de la forme f(x) = (x,h(x)) ou h: U — R’ de classe C*, est une immersion sur U
de classe C*. »

En effet, pour tout v € R?, on a d, f(v) = (dg 1d(v), dyh(v)) = (v, dyh(v)), donc d f est injective.
Dans les énoncés ci-dessous, on travaille au voisinage de 0 pour simplifier, le cas général étant laissé au
lecteur.

Proposition 2.2.0.2 (REDRESSEMENT DES IMMERSIONS). Soient Q  R? un ouvert et h: Q — R™ une immer-
sion en 0 € Q. Il existe alors un voisinage ouvert de V de 0 dans R" et un difféomorphisme ¢: V' — ¢(V) tel
que sur ' :=V n (R x{0}), on a

h(z) = ¢(x,0) = poi(z) avec i(z)=(z,0): R? > RIxR" %,

De maniére équivalente, ¢~ o h = i sur .
R" #(V)
4]
¢
h
Rﬂ,
14
) 0 = . 0 (z,0
R x5 (x,0) (=9) R0
Y =VnRIx0
Démonstration. Soit h = (hq, ..., hy) comme dans I’énoncé. La matrice jacobienne de h en 0
ohq om
5a1 (0) - 75, (0)

Joh =

ohy, (0) - 2t (0)

CER oz g

est, par le théoréme du rang, de rang dim(Im(doh)) = dim(R?) — dim(Ker(doh)) = d puisque doh est injective.
Quitte a permuter les coordonnées a I’arrivée (en composant h avec un isomorphisme de R™) on peut échanger
les lignes Vh; <> Vh; de Joh de sorte que les d premiéres soient indépendantes, la matrice

Vhi(0)
Vha(0)
étant alors inversible. On étend h en une application H: Q x R"™% ¢ R" — R" en posant

(Ih' csXds Y1, - ayn—d) g (hl(z)7 . '7hd(x)ay1 + hd-ﬂ-l(z)w -y Yn—d + hn(fr))

ou x = (z1,...,2q). Clairement, H(x,0) = h(x) pour tout x € Q. La matrice jacobienne de H en 0 € R" est de
la forme
JoH = (:} In,O—d>

donc est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, H est un difféomorphisme sur un voisinage V' de 0. On
appelle ¢ la restriction de H a V. O

Remarque 2.2.0.3. Puisque h = ¢oi sur 0, ¢’est une immersion injective sur €’ comme composée d’immersions
injectives. Ainsi, étre une immersion est une condition ouverte et toute immersion est localement injective.
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Corollaire 2.2.0.4. Soit h: Q@ < R? - R™ une immersion. Tout point de €2 admet alors un voisinage ouvert
tel que h(§Y') est une sous-variété de R™ de dimension d et h: Q' — k(') est un homéomorphisme.

Démonstration. Quitte a pré-composer h par une translation, on se place en 0 € R?. Considérons 'ouvert
Q' =V n (R?x{0}) donné par la proposition 2.2.0.2. Le redressement de h(€Y) n (V) vers V n (R% x{0})
fourni par le difféomorphisme ¢=t: ¢(V) — V prouve que h(Q) est une sous-variété de dimension d de R™.
Montrons que h: Q' — k(') est un homéomorphisme. D’abord, 1’égalité ¢! oh(x) = (x,0) sur Q' prouve que h
est injective et admet donc une réciproque h=1: h()') — Q'. L’égalité prouve ensuite que h~* s’obtient de ¢!
comme sa premiére composante dans le produit R x R4, cest-a-dire h~! = pry o~ sur h(Q'). L’application
pry o1 est lisse sur ¢(V') par composition d’applications lisses. Il s’ensuit h~! est continue sur A(£)) muni de
la topologie induite, comme restriction pr; o1 a h(Q'). O

Remarque 2.2.0.5. Attention! On prendra garde que h(€)) n’est pas nécessairement une sous-variété, ni méme
une variété topologique !

Exemple 2.2.0.6. Ci-dessous, une immersion h: 2 ¢ R — R? de classe C! ou h(Q) n’est pas une variété
topologique, mais pour ¢ = 1,2, 'ensemble h(€2}) est une sous-variété et h: Q — Q! un homéomorphisme
(exercice : trouver un paramétrage convenable de h). En effet, h(2) n’est pas une variété topologique : s’il
existait un voisinage W < h(Q2) de a homéomorphe & R, alors W\{a} serait homéomorphe a R\{0}; or c’est
impossible vu leur nombre différent de composantes connexes. Pourtant, h(€2;) est homéomorphe a €} donc a
R... Le point clé est que h(§2;) n’est pas un ouvert de h(2). Ce phénomeéne peut arriver méme quand h est
injective sur Q!

h

/\

0 h(§2)

o h(9))|*

Q= h(Q)), Q#IQ)

Proposition 2.2.0.7 (REDRESSEMENT DES SUBMERSIONS). Soient U ¢ R" un ouvert et g: U — R"™% une
submersion en a € U telle que g(a) = 0. Il existe alors un difféomorphisme ¢ d’un voisinage U’ de a dans R"
sur un voisinage ¢(U’) de 0 tel que sur U’

g=priop avec pr(z,y)=2: R xR > R"%.
De maniére équivalente g o ¢~% = pr; sur ¢(U’).
Remarque 2.2.0.8. Quitte & composer ¢ avec (z,y) — (y,z), R xR? > RYxR" %, on peut écrire g =

pry 0@ ot pro(z,y) = y.

R" = R" d . Rd

¢
R" 5 //’\
Uﬂ 3(U)
g pry: (z,y) =
g'(0)
O R" d
Démonstration. Soit g = (g1,...,gn—aq) comme dans I’énoncé. La matrice jacobienne de g en a
H(a) ~ £l(a)
Jag =

a9 —-d 29 ,;d
ar:cl (@) - —n=(a)
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est de rang n — d par hypothése. Quitte a changer les coordonnées au départ (en précomposant g avec un
isomorphisme) on peut échanger les colonnes de J,g pour supposer que les n — d premiéres soient de rang n —d,
donc que

Q)

o’zjl,,i (a)

oxq
B =
i (q) .. Ynd j( a)
soit inversible. On définit G: U — R" de classe C* par
(xla cee 7xn) e (gl(x)v ce >gn7d(x)a Tpn—d+1,--- ,Zl'n)

On voit que pr; oG = g. La matrice jacobienne de G en a est de la forme

JuG = ( 0 Id)
donc est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, G est un difféomorphisme d’un voisinage U’ de a dans
R" sur un voisinage ¢(U’) de 0. On appelle ¢ la restriction de G entre ces voisinages. O

Remarque 2.2.0.9. (1) Puisque g = pry o¢ sur le voisinage ouvert U’ de a, il en résulte qu’étre une submersion
est une condition ouverte.

(2) Si g est une submersion sur U, alors g=!(0) n U est une sous-variété de R" de dimension d. En effet, le
redressement de g=1(0) n U’ vers ¢(U’) n ({0} x R%) fourni par ¢ prouve que g~*(0) n U’ est une sous-variété
de R™ dimension de d.

2.3 Caractérisations d’une sous-variété
On arrive a ’essentiel :

Théoréme 2.3.0.1 (CARACTERISATION DES SOUS-VARIETES). Soit M une partie de R". Sont équivalents :

(i) (REDRESSEMENT PAR DIFFEOMORPHISME). M est une sous-variété de R™ de dimension d : pour tout a € M,
il existe des voisinages ouverts U et V de a et 0 dans R™ respectivement et un difféomorphisme f: U — V, tel
que f(M nU) =V n (R? x{0}).

f(MnU)

(ii) (« NOYAU » D’UNE SUBMERSION). Pour tout a € M, il existe un ouvert U < R" contenant a et une
submersion g: U — R"™ % telle que M n U = g~ 1(0).

R‘nfd

g(U)
0

(iii) (IMAGE HOMEOMORPHIQUE D’UNE IMMERSION). Pour tout a € M, il existe un ouvert U < R"™ contenant
a, un ouvert Q  R? et une immersion h: Q — R™ qui est un homéomorphisme Q — M A U.

iv (GRAPHE). Pour tout a € M, il existe un ouvert U de R™ contenant a, un ouvert  de R? et une application
f:Q — R"? telle que, aprés permutation éventuelle des coordonnées,

M AU = {(z, f(z)) e R x R"™% z € Q} = Graphe(f).
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R(!

R” d

Démonstration. Montrons d’abord (i) = (ii) et (iii). Soit a € M. D’aprés (i), il existe un ouvert U < R"
contenant a et un difféomorphisme

f:U— f(U) cR" tel que f(M nU) = f(U) n (R?x{0}).
(i) = (ii). Notons

pry: RTx R > R
(z,y) —y

la projection sur le deuxiéme facteur, alors g := pryof est une submersion U — RV et MU = g~ 1(0).

(i) = (iii). Le diffeomorphisme h := f~': f(U) — U est une immersion et sa restriction a Q := f(U)n (R x{0})
est un homéomorphisme sur M N U.

(ii) = (i). Soit g: U — R™~? la submersion définie au voisinage de a telle que M AU = g~*(0). Comme observé
dans la remarque précédente, M n U = g~1(0) n U est une sous-variété de R™ de dimension d. Ceci étant vrai
pour tout a € M, il s’ensuit que M est une sous-variété de R™ de dimension d.

(iii) = (i). Soient a € M, U < R™ un ouvert contenant a, @ < R® un ouvert et h: @ — R™ une immersion
telle que h: Q@ — M n U soit un homéomorphisme, en particulier h(Q2) = M n U. Quitte & pré-composer h par
une translation on peut supposer que € contient 0 et que h(0) = a. Par redressement des immersions, il existe
un difféomorphisme ¢ d’un voisinage V' de 0 dans R"™ sur un voisinage de ¢(V) de a tel que h(z1,...,zq) =
d(x1,...,24,0,...,0), sur = V n R?x{0}, soit aussi ¢! o h(z) = (x,0) € R* x R"™% sur (. Quitte a
restreindre U et 2 on peut supposer ¢! défini sur U avec encore h: 2 — M n U un homéomorphisme. Notons
que Q = b (M nU) = b U) =i (¢~ (U)) = ¢~ (U) n R* x{0}. Le difféeomorphisme f := ¢! redresse
M AU comme dans la définition 2.1.0.1. En effet, ¢~ (M A U) = ¢~ (h(Q)) = Q x {0} = 6~ (U) n (R* x{0}).
(iv) = (iii). Par hypothése, aprés permutation de coordonnées il existe U un voisinage de = dans R", Q2 < R?
un ouvert et f: Q — R"™% de classe C* tel que M n U = {(z, f(z)); = € Q}. On définit h: @ - R x R" ¢
par h(z) = (z, f(z)). La matrice Jacobienne J,h contient un bloc I, donc est de rang d prouvant que h est une
immersion sur . L’injectivité de h est claire et h(2) = U n M. Tout (x,y) € U n M est de la forme (z, f(z)),
donc h=(x,y) = z sur U n M et est ainsi continue comme restriction de (z,y) — x.

(ii) = (iv). C’est le théoréme des fonctions implicites. Faisons la preuve. Soit g = (g1,...,9n-a): U € R" —
R" % la submersion au voisinage de a telle que UnM = g~1(0). Par redressement des submersions et la remarque
précédente, il existe un difféomorphisme ¢ défini au voisinage de a tel que g = pry 0. Adaptant la preuve de
la proposition 2.2.0.7, on choisit ¢ comme restriction de G(z) = (z1,...,%4,91(x), ..., gn—a(z)), qu’on suppose
définie sur U quitte a le restreindre. Soit V = ¢(U). Clairement ¢! est de la forme ¢~ !(z,y) = (x, F(x,y))
ot F: V — R% En particulier, en restriction a V n (R? x{0}), on a ¢—*(z,0) = (x, F(x,0)). On pose donc
Q=VnRx{0}) et f: Q>R f(z) = F(x,0). Onaalors M nU = ¢ 1(Q) = {(z, f(zx)); z€Q}). O

Remarque 2.3.0.2. Attention! En (iii) on demande a 'immersion h d’étre un homéomorphisme Q@ — M N U.
Une immersion injective ne suffit pas, la continuité de h~! est nécessaire !

Exemple 2.3.0.3. Soit M = h(] — o0, 1[) € R? on h(t) = (t?,t — t3). L’application h est alors une immersion
injective mais M n’est pas une variété topologique en a = h(—1) = }m% h(t). Sinon il existerait un homéomor-

phisme f: O = B(a,e) — f(O) un intervalle ouvert et O\a serait homéomorphe a f(O)\f(a). Mais O\a a trois
composantes connexes (& petit) et f(O)\f(a) en a deux, ce qui est absurde.
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o2 f#
0=MnBlae)

04

2 A R

f(0)

08

Définition 2.3.0.4 (PARAMETRISATION). Soit M < R". On dit que h: @ ¢ R? — M est une paramétrisation
de M si :

(i) h: Q < R* - R" est une immersion ;

(ii) h: Q — h(Q) est un homéomorphisme;

(iii) h(€2) est un ouvert de M, i.e. h(2) = M n U pour un ouvert U de R".

On dit que h est une paramétrisation locale de M si tout x € £ admet un voisinage ouvert Q' sur lequel h est
une paramétrisation de M.

Cette paramétrisation prouve que M NnU est une sous-variété de dimension d. Réciproquement, une immersion
dans une sous-variété de la bonne dimension est une paramétrisation locale :

Proposition 2.3.0.5 (QUAND UNE IMMERSION EST FORCEMENT UNE PARAMETRISATION). Soit M une sous-
variété de R" de dimension d et soit h: @ < R? — M < R" une immersion. L’application h est alors une
paramétrisation locale de M. Si on suppose de plus h injective, alors h est une paramétrisation de M.

Démonstration. Heuristique : une immersion entre deux objets lisses de dimension d satisfait un « théoréme
d’inversion locale », donc h devrait étre un « difféomorphisme local » entre £ et M et en particulier un ho-
méomorphisme local. On implémente cette idée via un redressement de M. Soit a € . Puisque M est une
sous-variété de dimension d, il existe un voisinage ouvert U < R" de h(a) et un difféomorphisme f: U — f(U)
tel que f(M AU) = f(U) (R x{0}). Soit ' = h=1(U)  Q, ¢’est un voisinage ouvert de a € R?. La composée
Y =foh: Q¥ —R? x{0} est une immersion & valeurs dans R, donc du1) est un isomorphisme. Il s’ensuit par
inversion locale que ¢ est un difféeomorphisme d’un voisinage ouvert Q” c Q' de a vers 1(Q") ¢ R® x{0}.

R" R"

RYx0

Montrons que Q" satisfait le deuxiéme et le troisiéme point de la définition 2.3.0.4. Posons V = f~1(y(Q”) x
R" %) c R". C’est un voisinage ouvert de h(a) dans R" et M AV = f~1((Q") x {0}) = h(Q"). Ceci établit
que h(Q") est ouvert dans M. Comme h est sur ", la composée de ¢ avec f~! restreinte a ¥(Q") x {0} est
un homéomorphisme Q" — h(2”). Maintenant, supposons de plus h injective. Pour chaque a € ©, il existe un
ouvert Q, < Q contenant a et un ouvert V, ¢ R" contenant h(a) tel que h soit un homéomorphisme entre €2,
et Vo n M. Posons V = |J Vg, c’est un ouvert de R" et h(Q2) = M n V. De plus, h~! est continue puisque

aefl
la continuité est une propriété locale, qui est vérifiée sur tous les M n V, et que ces ouverts de M recouvrent
M nV. Ainsi, h est un homéomorphisme entre €2 et Vouvert M nV de M. O

Par exemple, Papplication ¢ € R — (cos(t),sin(t)) € S' ¢ R? est une paramétrisation locale de S' et sa
restriction & chaque |t,t 4 27| en est une paramétrisation. Pour tout graphe M = {(z, f(z)) e R*™; z € Q} ou
f: Q< R? - R, Papplication h(z) = (z, f(x)) est une paramétrisation de M. Cela se vérifie immédiatement,
sans invoquer la proposition précédente, vu que h~' est la restriction & M de (z,y) — .
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2.4 Exemples

Sphére : On note S™ := {x e R"*"; 22 +...+ 22| = 1} la sphére unité de R"*'. On montre que c’est une
sous-variété C* de R™"! de dimension n en considérant g: R"™" — R;z — 23 + -+ + 22, — 1, de classe C*
telle que S™ = ¢g~1(0). Puisque V,g = (271,...,22,41) # 0 si  # 0, g est une submersion sur R"\{0} > S"
d’ott le résultat.

Tore : Soit T" = {r e R*"; 22 +23-1=0,...,23, , +x3,—1=0} =S x---x 8" = R*". On prouve que
c’est une sous-variété de R*" de dimension n en considérant g: R - Rz — (22 +22—1,...,23, | +x3,—1)
qui est une submersion sur R*" \{0} o g71(0) = T".

Variété topologique mais pas sous-variété C' : Soit M = f(R) le support de I'arc paramétré f(t) =
(t2,t%) € R% L’ensemble M\{0} est alors une sous-vari¢té C* de R? de dimension 1 mais M n’est pas une
sous-variété C!.

0.6

04

0.2

0.6 0.4 0.2 o 0.2 04 0.6 08 1 1.2

En effet, M n {y > 0} est le graphe de 2 > %2 lisse sur Q = ]0, +oo[ et de méme, M n {y < 0} est le
graphe de z — —2%2, donc M\{0} est bien une sous-variété C* de dimension 1. Montrons que M n’est pas une
sous-variété. Le fait que f ne soit pas une immersion en 0 n’est pas conclusif. Par contradiction, supposons que
M soit une sous-variété, nécessairement de dimension 1. D’aprés la caractérisation (iv) du théoréme 2.3.0.1, M
est au voisinage de (0,0) un graphe de la forme {(x, F(z)); = € Q} ou {(F(y),y); y € Q} pour F de classe C*
définie sur un voisinage 2 < R de 0. Dans la premier cas, M contiendrait des points (z, F(z)) avec x < 0, ce qui
est exclu car t? > 0. Considérons le deuxiéme cas. Si (x,y) € M alors 3 = 3, donc (F(y),y) vérifie F3(y) = y?
prés de y = 0. Ainsi, F(y) = y*/® mais cette fonction n’est pas dérivable en 0.

Exercice 2.4.0.1 (TORE DE REVOLUTION). Soit 0 < a < b. Soit A = R? le cercle de R? x{0} centré en 0 de
rayon b. Soit T' < R? I’ensemble des points a distance a de A (on dit que A est ’dme de T). Prouver a l'aide
d’une submersion que T est une sous-varié¢té de R* de dimension 2 (on pourra exprimer que (x,y,z) € T en
termes de r = 4/x? + y2 et z). Donner une paramétrisation de 7' (on pourra paramétrer le cercle de rayon a
centré en (b,0,0) dans le plan (zz) puis faire tourner autour de 'axe des z).

2.5 Espace tangent

Définition 2.5.0.1 (ESPACE TANGENT). Soit M une sous-variété de R" et soit a € M. On dit que v € R" est
tangent & M en a s'il existe une courbe différentiable c: | — ,2[ — R™ contenue dans M telle que ¢(0) = a et
c(0) = v. On appelle espace tangent & M en a Pensemble T, M de ces vecteurs.

C’est ’ensemble des vecteurs vitesse en a des courbes de M passant par a.

Proposition 2.5.0.2 (L’ESPACE TANGENT EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL). Soit M une sous-variété de R"
de dimension d et soit a € M, alors T, M est un sous-espace vectoriel de R" de dimension d.

Démonstration. Par définition d’une sous-variété, il existe des ouverts U,V < R" contenant a et 0 respec-
tivement et un diffcomorphisme f: U — V tel que f(M nU) = V n (R? x{0}). 1l suffit de montrer que
T.M = (dof) (R x{0}).

e Commencons par montrer inclusion T,M < (d,f)~ (R? x{0}), i.e. si v € T, M, alors dq f(v) € R x{0}. Soit
donc v € T,M et c: | — e,e[— M une courbe différentiable telle que ¢(0) = a et ¢/(0) = v. On peut supposer
(] —,e[) € U, donc f o ¢ est bien définie. Elle est différentiable a valeurs dans R x {0}, donc

daf(v) = deo) £(c'(0)) = (f 0 €)' (0) € R x{0}
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d’on la premiére inclusion.

e Réciproquement, soit w € R% x {0}, montrons que (d, f)~!(w) € T, M, i.e. (dgf) ™" (w) = ¢(0) pour une courbe
a valeurs dans M telle que ¢(0) = a. On sait que f(a) € V n (R? x{0}) donc f(a) + tw e V n (R? x{0}) pour
tout ¢ voisin de 0. On peut donc définir pour € > 0 assez petit une courbe différentiable ¢: | — ¢,e[—> M en
posant ¢(t) = f~'(f(a) + tw). Elle vérifie ¢(0) = a et ¢(0) = dy)f~ (w) = (dof) ™" (w) comme voulu. Ainsi,
(dof)"Y(w) € T,M ce qui donne l'inclusion (d, f)~1(R% x{0}) T, M et D'égalite. O

Exemple 2.5.0.3 (CONE POSITIF). Soit M = {(z,y,2) € R* 2z = 0,22 + y> — 22 = 0}. L’ensemble M\{0}
est alors une sous-variété de dimension 2 mais M n’en est pas une. En effet, M = ¢g=1(0) pour g: R?® —
R, (z,y,2) — x* + y* — z%. Cette fonction est C*, de gradient V(, , .19 = (2z,2y, —2z) # 0 sur R3\{0} =: U
donc gy sa restriction a U est une submersion. II s’ensuit que M\{0} = (M\{0}) n U = (g;)"'(0) est une
sous-variété de dimension 2. Montrons que M n’est pas une sous-variété de dimension 2.

Heuristique : M n’a pas d’espace tangent en 0 car il contient trois demi-droites aboutissant en 0 dont les
vecteurs vitesse sont indépendants. Si M était « lisse » en 0 on pourrait prolonger ces demi-droites dans M et
obtenir que TyM est de dimension > 3, ce qui est absurde.

En effet, considérons les trois vecteurs indépendants u; = (0,1, —1),us = (0,—1,—1) et ug = (1,0,—1) et
les trois demi-droites ¢ € | — 00, 0] — ¢;(t) = tu; contenues dans M. Supposons par contradiction qu’il existe un
voisinage ouvert U de 0 dans R? et un difféomorphisme ¢: U — ¢(U) tel que ¢(M n U) = ¢(U) n (R? x{0}).
Pour t € | —¢,0], on a ¢;(t) € M ~n U donc ¢(ci(t)) € ¢(U) n (R? x{0}). On prolonge ¢ o ¢; sur | — ¢,¢[
par t — ¢(0) + tdyo(u;) en une courbe a; contenue dans ¢(U) n (R? x{0}) (pour e petit) et différentiable.
] —¢e,e[ 3t Ci(t) := ¢ (a;(t)) est alors différentiable, contenue dans M et vérifie ¢;(0) = 0 et ¢.(0) = u,,
d’otu la contradiction.

Une description locale de M via une submersion, une immersion ou un graphe induit une description de
T, M du méme type via la différentielle de I’application :

Submersion : Soient U < R" un voisinage de a et g: U — R"~% une submersion en a telle que U n M =
g~ 1(0). On a alors
T.M = Ker(d,g).

En effet, les sous-espaces vectoriels T, M et Ker(d,g) ayant la méme dimension, il suffit de vérifier que T, M <
Ker(dag). De plus, si v € T, M est le vecteur vitesse en a d’une courbe ¢: | —e,e[ — M, on a goc(t) = 0 pour ¢
voisin de 0, d’ou

deg-v=dag-(0)=(g0c)(0)=0

et le résultat.

Submersion, cas des hypersurfaces (d =n—1) : Si M est de dimension d = n — 1, alors g est a valeurs
dans R et dog - v = (V4g,v), donc

ToM = Ker(dag) = (vag)l'

L’espace tangent est donc l'orthogonal du gradient de la submersion. Par exemple, en écrivant S* = g=1(0)
pour la submersion g(z) = 22 + -+ 22, — 1 de R""'\{0} dans R, on en déduit de V,g = 2z que T,S" = z*
pour tout z € S™.

Rn+l v;.{l:21'
4

r+ .M
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Revenons au cas général ot g = (g1,. .., gn—d), alors Ker(d,g) = [, Ker(dag;), donc
T.M = (Vagl)l [ARERNA! (vagn—d)L'

Immersion : Soit a € M et soit h: @ c R — R" une paramétrisation de M telle que a € h(2). On peut
supposer que a = h(0). On a alors
T.M = doh(R%).

En effet, puisque d,h est injective, dim(doh(R?)) = d donc il suffit de montrer I'inclusion T,M > doh(R?).
Soit v € R%, pour ¢ voisin de 0 la courbe ¢ — ¢(t) = h(tv) € R™ est définie, différentiable, contenue dans M et
¢(0) = a donc doh -v = ¢/(0) € T, M. L’image de la base canonique (e1,...,eq) de R? par doh munit T, M de la

base oh oh
—(0),...,—(0
(50 50))
formée des dérivées partielles (on rappelle que dyh - ¢; = gTh), souvent utilisée.

Graphe : Soit U un voisinage de a dans R", une identification par un automorphisme linéaire R" =
R x R un ouvert V de R% et f: V — R" ¢ une application de classe C* telle que U n M = {(z, f(x)) €
R? x R"™%; x € V}. Supposons que a = (o, f(x0)), alors

T.M = {(w,dy, f - w) € R* x R"™%; w e R?} = Graphe(d,, ).

En effet, pour tout vecteur w € R?, la courbe ¢ — (¢ + tw, f(zo + tw)) € R x R™% est contenue dans M (t
petit), différentiable dans R"™ de vecteur vitesse en a égal & v = (w,d,, f - w). Ceci montre que T, M contient
le graphe de d,,f. Comme le graphe d’une application linéaire définie sur R? est un sous-espace vectoriel de
dimension d, on a égalité.

2.6 Extrémas liés

On cherche les extrémas de F': M — R lisse au voisinage de M. Heuristiquement, la « différentielle » dq(Fjs)
devrait s’annuler en l'extréma a. Cela fonctionne en calculant d,(Fy;) comme (doF')|7, ar-

Définition 2.6.0.1 (POINT CRITIQUE). Soient M une sous-variété de R" et F' une fonction différentiable a
valeurs dans R définie sur un voisinage de M. On dit que a € M est un point critique de Fys si d F' = 0 sur
T,M.

Théoréme 2.6.0.2 (EXTREMAS LIES). Soient M une sous-variété de R™ de dimension d et F' une fonction
différentiable & valeurs dans R définie sur un voisinage de M.

(i) Si Fipr admet un extréma local en a, alors a est un point critique de Fjy;.

(i) Sig = (g1,---,9n_a) est une submersion telle que M = g~!(0) au voisinage de a € M, alors a est un point
critique de Fy si et seulement si il existe (Aq,...,Ap—q) € R" ¢ tels que

daF = )qdagl + -+ )\n—ddagnfd‘
Les réels \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration. (1) Soit v € ToM et ¢t — c(t) une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = a et ¢/(0) = v. La fonction
d’une variable ¢ — F o ¢(t) admet un extremum local en t = 0 donc 0 = (F o ¢)'(0) = deo)F' - ¢'(0) = do F' - v.
Ceci prouve que d,F' = 0 sur T, M, comme voulu.

(ii) g étant une submersion, les formes linéaires d, gy, ..., dagn—q sont linéairement indépendantes donc d, F =
Adagi + - + An—adagn—a équivaut a rg(dagi,. .., dagn-d,doF) = n — d. Soit a un point critique de Fjy i.e.
d F(T,M) = 0. Puisque T, M = Ker(d,g), application linéaire R" — R" 4+ définie par

Ol (dagl'Ua oy daGn_qv, daFU)

est de noyau T, M d-dimensionnel donc de rang n — d comme voulu. La réciproque est immédiate : si d,F' =
Adag1 + -+ An—ddagn—q est vraie, alors d, F' = 0 sur T, M puisque dog(T, M) = 0. O

Extrémas liés, cas d’une hypersurface (d = n — 1) : On a alors doF = Mdeg1 + -+ + An—adagn—d
équivaut a Vo F colinéaire & V,g. Comme (V,g)* = T, M, cela équivaut a V,F normal & T, M. On en déduit

a point critique de Fjy; < V F LT, M.
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3 Etude métrique locale des surfaces de R?

On étudie la géométrie locale des surfaces ¥ < R?, qu'on essaye d’appréhender via une paramétrisation
f:U c R*> - . On pense a U comme & « une carte » de ¥ sur laquelle mesurer diverses quantités géo-
métriques : longueur de courbes, angles de vecteurs tangents, aire de domaines, courbure(s). Comme f n’est
pas une isométrie, pour que les mesures dans U reflétent la géométrie de X, on remplace en chaque = € U le
produit scalaire de R? par un produit scalaire dépendant de , obtenu via f. L’objet obtenu est une métrigue
Riemannienne sur U. Dans tout ce chapitre, on supposera que (U, f) est une paramétrisation de ¥ au voisinage

des points étudiés.

3.1 Premiére forme fondamentale
3.1.1 Rappels sur les produits scalaires

Produit scalaire : Sur un R-espace vectoriel E, 'application b: E x E — R est bilinéaire symétrique
et définie positive (b(x,2) > 0 pour tout = # 0). Si F a pour base e = (ey,...,e,), la matrice symétrique
M = M(b)e = (blei, ej))1<i,j<n (dite matrice de Gram) détermine le produit scalaire via

b(z,y) = b<inei,Zyjej) = Za:iyjb(ei,ej) = (T1,.,2Tn) - M- ( : ) = "[x]e M[y]e.

Yn

Tiré en arriére ou image réciproque : Etant donnés L: E — F linéaire injective et br un produit
scalaire sur F', on obtient un produit scalaire sur E, le tiré en arriére ou image réciproqgue L*bp de bp par L,
en poussant les vecteurs :

(Vo,ye E) (L*bp)(z,y) := bp(Lz, Ly).
L’application L: (E,L*br) — (F,br) est alors isométrique. Appliqué en a € U a dof: R* — (R* ()
linéaire injective, on obtient un produit scalaire g, := dof*(-,-) sur R? (dépendant de a et de f). Comme

d,f(R?) = T © R?, cela revient a tirer en arriére la restriction de (-, ) & Tf(q)%. On commence par étudier
cette restriction.

3.1.2 Premiére forme fondamentale, expression locale

Définition 3.1.2.1 (PREMIERE FORME FONDAMENTALE). La premiére forme fondamentale en p € ¥, notée I,,
est le produit scalaire sur 7,3 défini par :

(VX,Y e T,%) L(X,Y)=(X,Y).

Soit z € U tel que f(z) = p, alors d,.f: R* — T,% est un isomorphisme. Soit e = (e1, e2) une base de R? et
soit (z1, z2) les coordonnées de x dans cette base. On a alors que (dy f(e1),dy f(e2)) = (A1f(2), 02 f(x)) =: dx f(€)
est une base de T'(;)X. La matrice de Gram de I;(,) dans cette base est

_ (Ko1f,01f)Ko1f,02f)
Mye(e) = (G075 GFER) € Ma®)

Définition 3.1.2.2. L’application z € U — M} .(x) € M2(R) qui associe x a la matrice de Gram de Iy(,) dans
(O1f(x),d2f(x)) est appelée expression de la premiere forme fondamentale dans les coordonnées (U, f).

Elle dépend de f et e mais pourra étre notée M (z) s’il n’y a pas d’ambiguité. Synthétiquement :

que 'on peut vérifier en exercice.

Pour x € U on définit g, := (duf)* s = (duf)*{:,-) le tiré en arriére de Iy par d,f. C’est le pro-
duit scalaire sur R* défini par g,(X,Y) = {(d.f - X,d.f - V). Puisque d,f(e;) = 0;f(x) on a g.(ei,e;) =
(dpfler),duf(e;))y = {0if,0; f), donc M(gy)e = My o(z). Cest normal puisque d, f: (R?, g,) — (Tt) 5 g (@)
est une isométrie envoyant base sur base. L’application lisse x € U +— g, est une métrique Riemannienne sur U
et le couple (U, g) est un exemple® de variété Riemannienne.

3. Plus généralement, une variété Riemanienne de dimension n est une variété différentiable de dimension n munie de paramé-
trisation (U;, f;), avec U; € R™ munies de métriques Riemanniennes g;, telles que les changements de paramétrage ¢; j = f j_l o fi
sont lisses et vérifient (d¢; ;j)*g; = g; en chaque point.
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9:(X,Y) = (dof(X), dof (Y))

=

Exemple 3.1.2.3. La paramétrisation de S? en coordonnées sphériques est définie par f: |—m, 7[x]—m/2, 7/2[—
S? tel que f(0,1) = (cos(f) cos(¢)), sin() cos(t), sin(z))). On appelle 0 la longitude et 1 la latitude. Les courbes
0 — (0,v0) représentent les paralléles et 1) — (6p, 1) les méridiens. L’équateur correspondant a 1) = 0.

R2

On a
—sin(@) cos(yp) — cos(0) sin(yp) 5
J(Q,w)f = < cos(0) cos(yp) —sin(0) sin(vp) > = (aef awf) et M(07 1[)) = (coso(w) (1))
0 cos(v))

Exercice 3.1.2.4. Calculer I'expression de la premiére forme fondamentale d’un graphe
¥ = {(u,v, h(u,v); (u,v) e U c R?}
paramétrisé par f(u,v) = (u,v, h(u,v)).

Lemme 3.1.2.5 (CHANGEMENT DE PARAMETRISATION). Soient (U, f) et (U, f) deux paramétrisations de ¥
telles que f = f o ¢ on ¢ est différentiable et soit e une base de R?. On a alors

Mﬁe(x) = T, M o(d(x)) - Juih.

Démonstration. Puisque J,(f 0 @) = Jy(z) f - Ju¢, on a

M; () = "Jof - Jof = (s f - J20) - (Jp(a f - J®)
= th(b : tJd)(gc)f ’ J¢(£)f cJrp = th(b ’ Mf,e(¢(‘r>) Sz .

On pourra toujours poser ¢ := f~! o fet la supposer différentiable car :

~ ~

Lemme 3.1.2.6. Si (U, f) et (U, f) sont deux paramétrisations de X telles f(U) n f(U) # @, alors ¢ :=

flof:Un fY(U)— U n f(U) est un difféomorphisme.

Démonstration. D’une part, ¢ est un homéomorphisme comme composée d’homéomorphismes. Démontrons la
différentiabilité de ¢, celle de ¢—* s’obtenant par symétrie. Par redressement des immersions 2.2.0.2, il existe un
diffeomorphisme 1) entre ouverts de R? tel que localement v o f(z) = (x,0) € R* x R.. Ainsi, pr, ot o f(z) = z
et f~1 = (pr; o1))|s localement. On a alors localement que f~lof =pryotho f est une composée d’applications

différentiables donc est différentiable. En restreignant U et U on peut supposer que f(U) = f(f] ). O
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3.1.3 Longueur, distance intrinséque, angles

Longueur : La longueur de 7: [a,b] — ¥ lisse par morceaux est sa longueur usuelle dans R?, soit £(7) =

SZ [v'(¢)|| dt. On peut la calculer via la paramétrisation (U, f) (on dit travailler « dans les coordonnées (U, f) »)
en termes de 3 := f~lo~: [a,b] —» U. En écrivant v/ (t) = dgy f - B'(t), il vient

b b
(0) = [ VOOt = | s -5 O.dan ] 80 e
b b
- [ Voo = [ VIE@l.- M) - o). a

() + Ty 2
7'(t)
¥
y=/fop
! V() = da f (B (1))
0y) = £,(8)

R2

Distance intrinséque : L’'infimum des longueurs sur ¥ permet de définir une distance, la distance intrin-
séque.

Définition 3.1.3.1 (DISTANCE INTRINSEQUE). Soit ¥ < R* une surface connexe. Etant donné p,q € ¥, on
définit ds(p,q) := inf{l(y); v courbe sur X joignant p a ¢}. On appelle ds, la distance intrinséque de 3. La
distance extrinséque est définie par d(p,q) = |p — ¢||.

Clairement, dy, est symétrique, satisfait I'inégalité triangulaire et dx(p, ¢) = d(p, q). En particulier p # ¢ =
dx.(p,q) > 0 donc dyx, est bien une distance. Quelques questions naturelles peuvent se poser :
e Calculer dx(p, q).
e Existe-t-il un plus court chemin dans ¥ de p a g, i.e. de longueur dx(p,q) ?
e Quand a-t-on unicité de ce chemin ?

Définition 3.1.3.2 (GEODESIQUE I : COURBE LOCALEMENT MINIMISANTE). Un arc (I,c) sur ¥ paramétré a
vitesse constante est une géodésique si tout t € I admet un voisinage J < I tel que £(cjf5,s7) = ds(c(s),c(s"))
pour tout s,s’ € J.

On prouve en section 3.3 I'existence et I'unicité locale des géodésiques. Voyons un exemple de travail dans
les coordonnées (U, f) pour I'étude des géodésiques de S2.

Lemme 3.1.3.3 (LES GEODESIQUES DE S? SONT LES GRANDS CERCLES). Les géodésiques de S? sont les arcs de
grand cercle, i.e. 'intersection de S? avec un plan vectoriel et dgs:z(p,q) = Z(p, q) 'angle des vecteurs p,q € R3.

Démonstration. L’argument pour montrer qu'une géodésique est un arc de grand cercle est local, il suffit de
considérer des points proches. On travaille dans les coordonnées sphériques (U, f) définie dans 'exemple 3.1.2.3.
Quitte a changer de repére, ou appliquer une isométrie, on étudie deux points p = f(0,%1) et ¢ = f(0,2) sur
un meéridien et on suppose ¥1, Y9 € [—7/16, 7/16]. Montrons que l'arc de méridien c(t) = f(0,%1 + t(v2 — 1))
avec t € [0, 1], est minimisant et que c’est 'unique courbe minimisante paramétrée a vitesse constante sur [0, 1].
Soit v: [0,1] — ¥ joignant p & ¢ sur X, paramétrée & vitesse constante. Supposons d’abord v < f(U’), avec
U'=]—n/4,m/4[x] — /4, 7/4] < U et écrivons B(t) = f~Loy(t) = (0(t),%(t)): [a,b] — U’, joignant (0,1)1) &
(07 ¢2)
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U
(0(t), ¥(t))
(01 1:[’2)

(01 7’[‘71)

En utilisant 3.1.3 et les calculs faits dans ’exemple 3.1.2.3 :

() = Ll \/(0’, ) (C"Sg““ (1’) (j) dt = fol cos?(1)02 + yr2 dt

1 1 1
>J \/Wdtzf |w'|dt>U w’dt’=|¢2—wll=€(c>~
0 0 0

Ceci montre que arc de méridien est minimisant parmi les courbes contenues dans f(U’). La premiére inégalité
est stricte si € # 0. Si v est minimisante, on a donc 6’ = 0, donc § = 0, donc v = ¢. Si v sort de f(U’),
soit t; € ]0,1] le premier temps ot y(t;) est au bord du domaine. Ecrivons y(t) = f(B(t)) sur [0,#1]. Si
B(t1) = (0(t1), £7/4), le calcul précédent montre que ¢(y) = | £ 7/4 — 41| = 7/4 — 7/16 = 7/8 > {(c). Sinon,
B(t1) = (/4,9 (t1)) et en utilisant cos(v)) = 1/2 sur [0,¢1] (car || < 7/4 < 7/3) on obtient de la deuxiéme
égalité que £(y) = 1/2 x Sfll |0'|dt = 1/2 x /4 = 7/8 > {(c). O

Remarque 3.1.3.4. On appelle coordonnées géodésiques une paramétrisation (U, f) dont Pexpression de la
premiére forme fondamentale est

Mg (u,v) = (‘72(6“”) ?) ou Myg(u,v) = <(1) ﬁ&)v)) avec J > 0.

La démonstration du lemme 3.1.3.3 prouve que v — f(ug,v), resp. u — f(u,vp), sont des géodésiques de X
et sont les uniques courbes minimisantes dans f(U). On démontre en section 3.3 l'existence de coordonnées

géodésiques sur toute surface.
Y)

Angles : On rappelle que I'angle de deux vecteurs X,Y € R3*\{0} est Z(X,Y) = arccos (m) Si

X,Y € Tj(,)¥ sont les images de V,W € R® par d, f, on a alors (X,Y) = (do f(V),da f(W)) = go(V, W), donc

(3.2)

/(X,Y) = arccos ( 9a(V, W) WM (a)W )

= arccos

9a(V.V)2ga(W, W)1/2> <\/tVM(a)V\/tWM(a)W
Coordonnées conformes ou isothermes : On vérifie facilement que deux produits scalaires définissent

les mémes angles si et seulement si ils sont proportionnels. Il s’ensuit que les angles mesurés dans (U, f) par

(3.2) sont les angles de R? si et seulement si My(-) = J2(-) ({9) oit J(-) > 0. De telles coordonnées sont dites

conformes ou isothermes. On comprend l'intérét pratique d’une telle paramétrisation. Elles existent également
sur toute surface.

Coordonnées isométriques ? On peut se demander s’il existe des coordonnées (U, f) dans lesquelles les
longueurs mesurées sont celles de R2. Cela revient a dire que (3, dys)) est localement isométrique a R? et aussi
que My = (}39). Le Theorema Egregium (« théoréme excellent ») de Gauss, prouvé en section 3.4, donne une
obstruction a cela, ce qui impliquera par exemple que la sphére n’est pas localement isométrique & R2.

3.1.4 Aires

Soit D < ¥ un domaine relativement compact tel que f=1(D) c U.

Définition 3.1.4.1 (AIRE). On appelle aire de D l'intégrale

A(D) — f \/det(M; (u, v)) du do. (3.3)
f=H(D)
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Il ne saute pas aux yeux que (3.3) mesure bien une aire, on le justifie dans la proposition 3.1.4.2 ci-dessous.
On vérifie d’abord que (3.3) ne dépend pas de la paramétrisation. Si f = fo¢, on a en utilisant le lemme 3.1.3.3

que
J~ \/det(M;) dudv = f \Jdet(t76 - My o6 - 76) dudv
-1 (D) -1 (D)
= J |det(J@)|4/det(My o ¢) dudv
4107 1(D)
= J r/det(My)dudv
-1(D)

d’apres la formule de changement de variable. On justifie (3.3) en calculant le volume d’un épaississement normal

V; de D, défini comme suit : on pose Q = f~1(D), v = % sur Q et pour t = 0, V; := F(Q x [—t,t]) ou

F(z,t) = f(x) + tv(z) sur U x R. On peut estimer (3.3) satisfaisante si elle vérifie

vol(V) := | dxydzsdas = 2tA(D) + o(t)
Vi

ou de maniére équivalente si A(D) = }ir% %Xt) C’est bien le cas :

vol(V;) = th r/det(Mg(u,v)) dudv + Ct.
Q

Démonstration. Démontrons d’abord que F': Q x [~t,t] — V; est un difféomorphisme pour ¢ > 0 assez petit.
En (z,t) = (x1,22,t) € Q x [—t,t] on a

J(x7t)F = (fo +tJv V) = (61f +tov Oof +toof V). (34)

Proposition 3.1.4.2. On a

En particulier Ji, 0)F = (J.f V) est inversible pour tout x € Q. Par inversion locale et compacité de €, il existe
un recouvrement ouvert fini (Us);ef1 ;7 de Q et T > 0 tel que la restriction de F' sur Q x [—t,t] pour t > 0 assez
petit. Sinon, il existe deux suites xy, z), € Q et iy, ), — O telles que F'(zy,tr) = F(x}, 1)) et (z, t) # (2}, 1))
Quitte & extraite des sous-suites on peut supposer xj,Tj — Zop, T, € Q quand k — 0. Si 24 = 2/, alors il
existe un U; contenant zo, = x/, et donc (zy,tx) et (2}, t)) appartiennent a U; x [T, T] pour k assez grand.
Ceci contredit I'injectivité de F' sur ce domaine, donc 4, # x,,. Mais alors, par passage a la limite dans ’égalité
F(zg,ty) = F(x),t,), on obtient F(x4,0) = F(z),,0) = f(zs) = f(al,). Ceci contredit I'injectivité de f sur
U. On a donc prouvé que F: Q x [—t,t] — V; est injective et est un difféomorphisme local, ¢’est donc un
difféSomorphisme. Calculons det(J(, 4 F) en utilisant la multilinéarité du déterminant sur expression (3.4). En
notant det(A) = |A| on a

|JapyFl = |01f Oof v[+tlorf dov v|+tldaf O1v v + 301y dov V|
= |J(z70)F| +tAr(x) + tQAQ(J:).
Or, |J(z,0)F| = A/ My (). En effet en utilisant {0;f,v) = 0 et (3.1), on a

tJ(x7O)F~ J(x,O)F = (tJmf(')'sz?) — (Mfo(w) (;) )

d’ott lassertion en utilisant |*AA| = |A]?. On calcule alors vol(V;) via la formule de changement de variable,
pour ¢t > 0 petit et le théoréme de Fubini :

vol(Vy) = dzy dzodzs = J |J(z,5) F'| dz ds

Jvt_F(Qx[—t,t]) Qx[—t,t]

¢
= f (J |J(z,0)F| + sA1(x) + 82A2(.T) dx) ds
—t \Ja

t
= 2tJ |J(z,0)F| dz + f (sBy + s°By) ds (Bi = | Ai(x)dze R)
Q —t Q

_ 2tf M (2)| V2 da + O
Q

Exercice 3.1.4.3. (1) Calculer laire de S%.
(2) En utilisant {(x A y, z) = det(z,y, z), démontrer que

AD)= [ Jouf noufldude,
f=HD)
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3.2 Courbures

On va définir des courbures en mesurant de combien « tourne » un vecteur unitaire normal & 3 lorsqu’on le
déplace. Il nous faut une notion de normale unitaire « différentiable » sur X.

3.2.1 Application de Gauss

Définition 3.2.1.1 (APPLICATION DE CGAUSS). Une application N: ¥ — R? est une application de Gauss si :
(i) pour tout pe X, on a N(p)LT, X et |[N(p)| = 1;
(ii) pour toute paramétrisation (U, f) de ¥, 'application N o f: U — R? est différentiable.

La seconde condition exprime la différentiabilité de la normale unitaire via des paramétrisations. En parti-
culier, N est continue sur X.

Observons qu’il suffit que (ii) soit satisfaite pour une famille (U;, f;) de paramétrisations dont les ouverts
F(U;) recouvrent X. En effet, pour une paramétrisation (U, f) quelconque, les composées ¢; := f[l o f définies
sur les ouverts adéquats sont différentiables (c¢f. lemme 3.1.2.6) et N o f = N o f; o ¢; est donc différentiable.

L’existence d’une application de Gauss n’est pas garantie sur 3 quelconque. Lorsque X = f(U), il en existe
au moins une : Ny :=vyo f~! ou

vi(a) = Ouf NOuS
10uf A Ouf]

En effet, vy(x) est unitaire, normal a Ty,y3 et Ny o f = vy est différentiable. Si de plus ¥ est connexe, il
existe exactement deux applications de Gauss : +Ny. En effet, soit N une application de Gauss et p = f(z) €
alors N(p) € Rvy(x) puisque N(p)LT,X, de méme que v¢(x) et comme |[N(p)| =1 on a N(p) = tv¢(z); par
continuité de z — (N o f(z),v¢(z)) € {—1,1} et connexité de U, (N o f,vy) est constant sur U, donc No f = vy
ou No f=—vy.

Lemme 3.2.1.2 (CHANGEMENT D’ORIENTATION). Si (U, f) est une paramétrisation de ¥ telle que f = f o ¢,
alors

vi(z) = sign(det(Jo0))vs(p(z)).

~

Par conséquent, Ny = sign(det(J¢))N;. On dit que (U, f) et (U, f) définissent la méme orientation sur ¥ si
det(J¢) > 0.

Démonstration. Notant ¢(u',v") = (u,v) on a J,¢ = (g“'u 6“'“) () = (2%). Puisque J(u/)v,)f = Jwuwf -

Jawanyd on a (0w f dw ) = (0uf 0uf) (;“ ;“) d’ou en z,

~

Ow [ () = (aduf + cu f)(6(2))
Oy

f(x) = (b0uf + dou f)(d(x)).

En utilisant la bilinéarité et 'antisymétrie du produit vectoriel, on obtient

Owf A Oy f = (ad— be)(Ouf A Ouf) 0 @

En particulier, si f(u,v) = f(v,u), on a Nf = —Ny.

—x sont les deux applications de Gauss,

Exemple 3.2.1.3. Sur la sphére unité S ¢ R* N(z) = z et N(z) =
= (z,0) est de Gauss, globale également.

définies globalement. Sur le cylindre S' x R, I'application N (z,t)

Surface non orientable (Culture générale) : Lorsqu’une surface ¥ nécessite plusieurs paramétrisations
(U;, f;) pour la décrire, 'existence d’une application de Gauss sur ¥ équivaut a pouvoir choisir les f; pour
Ny, = Ny, sur les intersections f;(Us;) n f;(U;). Au vu du lemme 3.2.1.2 cela équivaut a la positivité de tous les
déterminants det(J( f;l o f;)). Une surface recouverte par de telles paramétrisations (U;, f;) est dite orientable.
Choisir une telle famille (U;, f;), ou une application de Gauss, définit une orientation de la surface. Il existe des
surfaces non orientables! La plus fameuse est le ruban de Moébius :
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Cette surface n’est pas orientable car elle n’a pas d’application de Gauss. En effet, on peut trouver un chemin
continu de vecteurs unitaires normal a ¥ parcourant le ruban et revenant & son point de départ « & 'opposé » :
formellement il existe ¢: [0,1] — ¥ x S continue, ¢(t) = (p(t),n(t)) telle que p(0) = p(1), n(t)LT,;2 et
n(0) = —n(1). S’il existait une application de Gauss N sur X, la fonction ¢ — (N(p(t)),n(t)) € {—1,1} serait
continue donc constante. C’est impossible car N(p(0)) = N(p(1)) mais n(0) = —n(1).

Comme on s’intéresse & la géométrie locale des surfaces, on pourra supposer que X = f(U) et donc qu’il
existe une application de Gauss.
3.2.2 Endomorphisme de Weingarten, seconde forme fondamentale

Maintenant on mesure de combien « tourne » N lorsqu’on le déplace sur Y. Formellement :

Définition 3.2.2.1 (DIFFERENTIELLE DE L’APPLICATION DE GAUSS). La différentielle en p € ¥ de lapplication
de Gauss est 'application d,N: T,X — R? définie par

d,N-X = (Noc)(0) (3.5)
ol ¢ est une courbe sur ¥ telle que ¢(0) = p et ¢/(0) = X.
Vérifions que (3.5) ne dépend pas de ¢ : avec N oc(t) =vo f~tocet x = f~1(p) on voit que
(N 0¢)(0) = dyv(de f)~'¢(0)
dépend seulement de ¢/(0) = X, pas de c. De plus, on a obtenu l'identité
d,N = doo(d, f) ! (3.6)
prouvant que d, NV est linéaire. On a méme mieux :

Proposition 3.2.2.2 (LA DIFFERENTIELLE d, N EST SYMETRIQUE). La différentielle d, N de I’application de
Gauss stabilise T},3. De plus, d,N: T, — T,¥ est un endomorphisme symétrique, au sens que pour tous
X, YeT,x,

L,(dpN - X,Y) =L,(X,d,N-Y).

Démonstration. Montrons d’abord que d,N(T,X) < T,X. Soit X € T,X et ¢ une courbe sur ¥ telle que
c(0) = X. Notant N(t) = N o c(t) et dérivant P'égalitée (N(t), N(t)) = 1, il vient que (N’(0), N(0)) = 0 d’on
N'(0) est orthogonal a N(0), donc N’(0) € T,3. Il reste a voir la symétrie. Il suffit de la vérifier dans la base
(Ouf, 0y f) de T,X, c’est-a-dire vérifier que

Ip(de Ouf, avf) = Ip(aufa de : avf)

Ici, (u,v) sont les coordonnées dans une base e = (e, e3) de R?. Notons que

dpN - 0y f = dpv - (dpf)  0uf = dov(er) = dyv (3.7)
dpyN -0y f = 0pv (3.8)

donc
IP(dPN : a’ufz a’uf) = <aul/7 avf> (39)

il faut donc montrer que

(Ouv, Oy f) = Ouf, Ouv). (3.10)
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Puisque v(x) L Tf(,)% pour tout x € U, on a (v, 0,f) = 0 = (v,0,f) sur U. En dérivant et par bilinéarité du

produit scalaire, on déduit
0 0 o (of
0_au<yaa’uf>_<auyaavf>+<y7au<av>> (311)

0 0 o (0
0= =, 0uf) = <avu, auf> + <u, = (&JD > (3.12)

Or < (a—) =2 (6—) d’apres le théoréme de Schwarz, donc (3.11) (3.12) impliquent que

<;ul/, 8vf> = <:Ul/,8vf> (3.13)

d’ou (3.10) par symétrie du produit scalaire. O

Définition 3.2.2.3 (ENDOMORPHISME DE WEINGARTEN, SECONDE FORME). On appelle endomorphisme de
Weingarten I’endomorphisme symétrique

Wy = —dp,N: 1,2 — T,%.
On appelle seconde forme fondamentale la forme bilinéaire symétrique sur 7,,% :
IL(X,Y) =L,(W,X,Y) =1,(-d,N - X,Y).

L’endomorphisme W, dépend de l'orientation choisie pour N : si N est remplacé par —N, alors W), est
remplacé par —W,, et de méme, II, remplacé par —II,. Via une paramétrisation, on peut calculer la matrice
d’endomorphisme de W, dans la base (0, f, 0, f) de T, grace aux relations (3.7) et (3.8) en exprimant 0, et
Oy dans cette base. Cette matrice est symétrique si la base est orthonormée mais pas nécessairement sinon. La
seconde forme fondamentale est symétrique, mais pas nécessairement définie et positive. Sa matrice de forme
bilinéaire est bien entendue symétrique dans toute base.

Exemple 3.2.2.4. Sur S? munie de I'application de Gauss N(z) = z, on a d, N = ld7, g2 donc W, = — ldz, s2.
En effet y J
d:N-Jd(0)=—  N(c(t)) = — t) = (0).
N0 = 5 N®) = 5 elt) =<0

N(c(t)) ----- duyyN(X) = (Noc)(0) = X

Nle®) . (Nee)(0)

Exemple 3.2.2.5. Sur le cylindre S' x R muni de N(z,t) = (2,0) on trouve d(, yN(X,T) = (X,0) pour tout
X € T,S' et T € R. En paramétrisant le cylindre par f(u,v) = (cos(u), sin(u),v), on a

—sin(u) 0 —sin(u) O
Jf = (0uf Ouf) = ( cos('(u)) o) v = (cos(u),sin(u),0) Jv = (Oyv Oyv) = ( Cos(7(1)) o)
0 1 0 0

On a ainsi dpN - 0, f = Oyv = 0Oy f et dyN - 0,f = 0,v = 0, donc la matrice de W, = —d,N dans la base
(Oufy0uf) est (51 0)-
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v(ug,v)
o.f v(ug,-) = cst
v dv
| N e SR T
v(ug, 0) '
T, ) v
[ ) — = F
>’*—-~/‘ a0
14 A au

Proposition 3.2.2.6 (LA SECONDE FORME MESURE L’ACCELERATION NORMALE). Soit ¢ une courbe lisse tracée
sur X, alors en p = ¢(t)
I.(d,¢) = (" ,Noc).

Démonstration. Puisque c est tracée sur X, on a {¢/, N o ¢) = 0 identiquement, d’ou en dérivant (¢, N o ¢) +
{(d,d.N-y=0. O

En décomposant Paccélération ¢” en une partie ¢, € T3 tangente & X et une partie normale colinéaire a N
on a
" =+ (", NYN = + 11.(¢, )N (3.14)

donc II.;)(¢(t),c (t)) est la composante normale de ¢”(t). Etant donné X € T,%, toute courbe de ¥ vé-
rifiant ¢/(t) = X aura la méme accélération normale II,(X,X) en p. C'est une contrainte d’accélération
normale que ¥ impose & ses courbes. Si ||| = 1, on a ||¢’|| = K donc (3.14) et Pythagore disent que
K(c(s)) = |15 (c'(s),c'(s))]. La seconde forme fondamentale mesure donc un minimum de courbure que la sur-
face impose a ses courbes. Il arrive qu’'on note K = II,(¢, ¢) la courbure normale de ¢ en p. Une question natu-
relle est de comprendre les courbes de ¥ "les moins courbées", c’est-a-dire vérifiant K (c(s)) = | 1Ly (c(s), ¢/ (s))]
ou de maniére équivalente ¢7. = 0, i.e. ¢’ LT.X. Ce sont les courbes "a accélération nulle dans X" qui sont 1’ana-
logue dans ¥ des droites de R"™. On prouve dans le théoréme 3.3.2.7 que ce sont exactement les géodésiques!

Que dit le signe de II,(X, X) ? Le signe de II,(¢/, ¢’) renseigne sur la position de ¢ par rapport au plan
tangent. En effet un développement limité et (3.14) donne en p = ¢(0), en notant X = ¢/(0) :

c(t) =p+td(0) + gcgw(O) + gIIP(X, X)N(p) + o(t?).

Les points p + t¢/(0) + %c%(O) restent dans le plan tangent affine p + T,X. Si I, (X, X) # 0, il existe € > 0 tel
que la restriction a | — &, e[ de ¢ reste dans le demi-espace contenant p + N(p) si IL,(X, X) > 0, resp. p — N(p)
si IT,(X, X) < 0. Si I, (X, X) = 0, tout peut arriver.

Quantités scalaire issues de 1I,, les courbures : On associe a I’endomorphisme W, = —d, N plusieurs
courbures de type scalaire. Rappelons que W), est un endomorphisme symétrique de l’espace euclidien (T, %, 1,).
Par le théoréme spectral, il est donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Définition 3.2.2.7 (COURBURES). (i) Les valeurs propres de W), sont appelées les courbures principales et sont
notées x1(p), k2(p). Les directions propres sont appelées directions principales.
(ii) Le déterminant x(p) = det(WW,,) = k1k2 est appelée courbure de Gauss.

(iii) La moyenne H(p) = 2 Tr(W,) = 1 (k1 + K2) est appelée courbure moyenne.

Remarque 3.2.2.8. (1) On peut choisir les directions propres orthogonales.
(2) Supposons k1 < k2. Un peu d’algébre bilinéaire montre (exercice) que

k1 = min{Il,(X, X); (X e T,X) | X| = 1} (3.15)
ke = max{IL,(X, X); (X e T,X) | X| =1} (3.16)

(3) Si N est remplacé par —N, 'endomorphisme W), est multiplié par —1, ainsi que ses valeurs propres k1, K2,
mais pas leur produit £ qui ne dépend donc pas de l'orientation de ¥. Le Theorema Egregium de Gauss (« théo-
réme excellent ») dit que x ne dépend méme pas de II, mais uniquement de dx, autrement dit de la géométrie
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interne a la surface mais pas de son plongement dans R?.

(4) Les surfaces telles que H = 0 sont appelées surfaces minimales, elles sont les points critiques de la fonction-
nelle d’aire : elles vérifient %I tzoA(Z + tnN) = 0 pour toute fonction n: ¥ — R a support compact.

Exemple 3.2.2.9. La sphére unité S? est de courbures principales k; = ko égales en tout point (& +1), donc
de courbure de Gauss +1. Le cylindre S' x R est de courbures principales 0 et +1, donc de courbure de Gauss
nulle.

3.2.3 Expression en coordonnées locales

Notons [I,], [IL,], et [W,] les matrices dans M>(R) représentant respectivement la premiére forme fonda-
mentale, la deuxiéme forme fondamentale et ’endomorphisme de Weingarten dans une méme base B de T,X.
On peut prendre par exemple B = (0, f, 0, f). Les matrices [I,] et [II,] sont toujours symétriques, car matrices
de forme bilinéaire symétrique, mais la matrice d’endomorphisme [W,] ne l'est pas nécessairement. Ces matrices
vérifient la relation suivante :

[Hp] = [Ip][Wp]- (3.17)
En effet, notons X,Y € R? les coordonnées dans B de vecteurs z,y € T,%, alors
Iy (2,y) = "X[IL]Y =L, (Wa,y) = "([WpaD[L]Y = "([W,]X)[L,]Y = "X [W,][L,]Y

pour tous X,Y € R?, d’ou [II,] = *[W,][I,] en identifiant les matrices ci-dessus. On obtient (3.17) en transpo-
sant. On peut calculer [IL,] pour B = (0, f, 0y f) via les formules ci-dessous. Notons (u1,us2) = (u,v). Comme
en (3.9), on a pour 4,j € {1,2}

IIp(auifa aujf) = <_de : aulfa 6ujf> = <_auiya aujf>

0 0 0
‘< Oust > - <”’ a(af >>

0% f 1 0% f

O1frO2f
[o1fno2f"

or comme (3.11), on a

d’ott 'on déduit

en utilisant (& A y, z) = det(x, y, z) dans 'égalité de droite pour faire disparaitre v =
Si [II,] = [4 ] on a donc

1 o2 f
AmanﬂW“Q%ﬂ%ﬁ&ﬂ>

1 o f
B‘auA@ﬂ“<%ﬁ%ﬁm%>

2
C det (6uf, 0o f, %)

1
"~ 0uf A Ouf]

Si [I,] = (£ E), sa matrice inverse est

_ 1 _
L] = G _F? (% 7)-

On en déduit que [Wp] = [Ip]_l[Hp] = ﬁ (—AFGAiJrFEBB 7GFBBi+FECC)

H(36) et -
Proposition 3.2.3.1 (COURBURES EN COORDONNEES). On a

det[I,] AC — B?
det[I,] EG — F?

1 1 L
H:§Tr(W)=§(a+d):m

k=det(W) =ad —bc =
(AG — 2BF + CE).

Le signe de la courbure de Gauss renseigne sur la position de ¥ par rapport au plan (affine) tangent :
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Proposition 3.2.3.2 (POSITION DE ¥ PAR RAPPORT AU PLAN TANGENT). (i) Supposons que ¥ = {(u, v, h(u, v); (u,v) €
0}, avec 0 € ¥ et v(0,0) = (0,0,1). On a alors

Iy = D?h(0)

autrement dit, la seconde forme fondamentale est la Hessienne de la fonction hauteur.
(ii) Soit p € 3 tel que k(p) > 0, alors il existe un voisinage U de p tel que (EnU) n (p+T1,X) = {p}. Si k(p) <O,
pour tout voisinage U de p il existe des points de U n 3 de part et d’autre de p + T,,3.

Démonstmtion (i) On peut paramétrer X par f(u,v) = (u, v, h(u,v)). Puisque v(0) = (0,0,1), on a{v, 79559}2].
I au , d’ou d’apreés (3.18)
%n  %n
ml = (2 5) - 00,0
oudv  gp2

la matrice Hessienne de h en (0, 0).
(ii) Ecrivons ¥ au voisinage de p comme un graphe. Quitte a changer les axes de coordonnées, on peut supposer

p = 0 et v(0) = (0,0,1). On a alors une paramétrisation f(u,v) = (u,v,h(u,v)) comme en (i). Comme
Ouf = (1,0,0,h) et Oy f = (0,1,0,h) on a Oy f A Oy f = (—0uh, —0uh, 1) donc
(—0yh, —0yh, 1)
v(0) = .
O = e an)

Comme v(0) = (0,0, 1) on en déduit que (—d,h, —0,h) = (0,0) en 0. Le développement limité de h donne alors
h(u,v) = p+ (u,v)[D*h(0,0)] (%) + o(u? + v?).

Si k(p) > 0, D?h(0,0) est définie positive ou définie négative; si x(p) < 0, elle a deux valeurs propres de signe
opposé, d’olt la position de X par rapport au plan tangent. O

3.3 Géodésiques
3.3.1 Existence et unicité locale
On donne une définition alternative des géodésiques. L’équivalence avec 3.1.3.2 est prouvée en 3.3.2.7.

Définition 3.3.1.1 (GEODESIQUE IT : ACCELERATION TANGENTIELLE NULLE). Un arc paramétré (I,c) de &
est une géodésique si c’ J_T )2 sur 1.

Une géodésique est paramétrée a vitesse constante : %<c’ ) = 2", ) = 0 puisque /() € Te)X et
c"(t) LTe#%. On peut lancer une géodésique dans toute direction :

Théoréme 3.3.1.2 (EXISTENCE ET UNICITE LOCALE). Sip € ¥ et X € T},%, alors il existe une unique géodésique
maximale (Ix,cx) telle que ¢(0) = p et ¢(0) = X.

Il est implicite que (Ix,cx) dépend aussi de p, c’est contenu dans le fait que X € T, X.

Démonstration. Traduisons le probléme dans des coordonnées (U, f), c’est-a-dire cherchons a caractériser sur
un arc paramétré x: I — U le fait que ¢ = f o x soit une géodésique. On a

(fox)(t) =duuyf - ' (1)
(for)'(t) = D*f(a',2') + dyey f - 2" (1)
d’ou

2 X
(fox)'(t) = g flalt) aﬁ ( a;t? ) T (7 (t) + Y. duf(x(t)) - 2 (t) (3.19)
4 000, -

’

ol on somme sur %, j, k € {1,2} et on note x = (z1,22) et Opf = %(m) Ecrivons af;’;_ € R? dans la base
o z J
{01f,02f,v} en utilisant (3.18) :

= 2 TF@)0uf (@) + o) (0 (2), 8/ () v () (3.20)

(%r:lé‘xj kST

pour des coefficients Fk] U — R, qui sont appelés symboles de Christoffel. Injectant (3.20) dans (3.19), la
composante tangentielle de ¢” en p = f(x(t)) s’écrit donc

= Z (foj(x)x;x; + x%)@kf(x)
k Niyg
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On en déduit que c¢ est une géodésique si pour k =1 et k = 2,
DITE ()i + 2 = 0. (3.21)
,J

C’est une équation différentielle de la forme

d*x dx
= F (”C dt)
ol F: U x R? - R? est lisse car les coefficients T'¥ . le sont. En effet les coefficients dans la base (01 f, d2.f)(x
ij

d’une fonction lisse V: U — R? telle que V(z) € Tt(z)X (une telle fonction s’appelle champ de vecteur sur X))
sont lisses car se calculent comme suit : si V = ad; f + b0a f alors (exercice)

—1 (Ve
(5) = (M) (2R)-
On peut donc invoquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour affirmer que le probléme de Cauchy

{ Z” Ffj(az)x;x; +zf =0

((0),2'(0)) = (20, o)

admet, pour toute donnée initiale (xg,v9) € U x R?, une unique solution maximale T(z,00) définie sur un
intervalle I(;, ,,)- Il reste a appliquer cela & (z,v9) = (f~'(p), (dof) ™" - X) puis & poser cx = f 0 Lz, .00) €t
IX = I(:EO»'UO)'

3.3.2 L’application exponentielle X — cx (1) et les coordonnées géodésiques

Une observation : si (Ix,cx) est une géodésique et A € R, alors t — cx () est une géodésique définie sur
%IX de vecteur vitesse AX en 0. Par unicité de Cauchy, cx(At) = cxx(¢) et %IX = I, x. Supposons que sur
B(0,¢) € T,%, on ait Ix D | —2,2[. On peut alors définir Papplication X — cx (1), B(0,e) c T, — X. Clest
'ezponentielle basée en p notée exp,,.

ah

exp,

On a que :
e Pour ¢ > 0 petit, c’est une paramétrisation (voir lemme 3.3.2.4) ;
e Vu sa construction & base de géodésiques, elle refléte mieux la géométrie de 3 qu’une paramétrisation quel-
conque : elle permet de construire des coordonnées géodésiques (ou coordonnées normales) sur X. (voir lemme
de Gauss 3.3.2.6).

On commence par prouver l'existence.

Lemme 3.3.2.1 (EXISTENCE DE L’EXPONENTIELLE). Si p € X, alors il existe €, > 0 tel que pour tout X e
B(0,e,) c T,X on ait Iy o ] —2,2[.

Démonstration. On reprend les notations du théoréme 3.3.1.2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve la
dépendance continue (et méme lisse) en les données initiales : tout (zo,vo) € U x R* admet un voisinage V x W
et T > 0 tel que si (z1,v1) € V x W alors I(,, ) 2 ] = T, T[. On peut supposer T < 1. Choisissons z1 = z¢ et

vo = v1 = 0. Fixons d > 0 tel que B(0,6) = W, alors pour tout v € B(0,§) on a I(,, .,y 2 ] — 7, T[. Considérons
maintenant v € B(0, %5) et étudions I(,, .. Pour A = %, on a \v € B(0,0) donc I, ) 2 ] — T, T[. Mais alors
I(zg0) = Mzg,a0) 2 ] —2,2[. On choisit €, > 0 tel que d, f(B(0, %‘S)) > B(0,¢p). Ceci conclut la preuve. [

Définition 3.3.2.2 (APPLICATION EXPONENTIELLE). On appelle application exponentielle basée en p 'applica-
tion X — ¢x(1); B(0,¢,) € T,X — X.
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Remarque 3.3.2.3. En inspectant la preuve du lemme 3.3.2.1, on voit que I(,, ,,) 2 ] —2,2[ pour tout (z1,v;) €
V x B(O, %5) On pourrait donc choisir € > 0 pour que exp,, soit définie sur B(0,¢) < T,X pour tout ¢ voisin de
p.

On a exp,(0) = co(1) = p. On a également exp,,(tX) = c;x(1) = cx(t) donc la courbe t ~— exp, (tX) est la
géodésique cy. L’application exp,, envoie la droite vectorielle ¢ — tX de l'espace tangent sur cx.

¥ -——-—_2_{_____th

exp,

Lemme 3.3.2.4 (LEXPONENTIELLE EST UNE PARAMETRISATION). Pour € > 0 assez petit, application exp,,: B(0,e) —
2. est une paramétrisation.

Il est implicite qu’on identifie 7,2 & R?, par exemple via dy, f ou via le choix d’une base de T,X. Il est donc
licite de parler de paramétrisation définie sur B(0,¢) < T,X.

Démonstration. Avec les notations du lemme 3.3.2.1, le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve que I'application
EXP: (z1,v1,t) — x(xhvl)(t)

est lisse sur V x B(0, 22)x ] —2,2[, donc exp, = f o EXP(xq,%,1) 0 (dy,) ™" est lisse. Au vu de la proposition
2.3.0.5, il suffit de montrer que exp,, est une immersion en 0 € 7),%.. Pour cela on calcule la différentielle de exp,

en 0 € T,%. Remarquons qu’en considérant 7, comme une sous-variété de R?, son espace tangent en 0 est
To(T,X) = Tp¥. Par ailleurs, exp,(0) = p. Calculons donc la différentielle dg exp,,: T),>> — T,%. C'est en fait
trivial : par régle de dérivation des fonctions composées on a

(doexp,) - X = %(expp(tX))”:O =d¢(0)=X

donc dy exp,, est I'identité sur 7},3. Il s’ensuit que exp,, est une immersion et on conclut avec 2.3.0.5. O

Définition 3.3.2.5 (COORDONNEES GEODESIQUES). Soient ¢ comme dans le lemme 3.3.2.4 et (v, v2) une base
orthonormeée de T,%. On appelle coordonnées géodésiques en p € ¥ la paramétrisation locale

(r,0) = f(r,0) = exp,(r(cos(d)vy + sin(0)va)), 10,e[x R — X.

C’est une paramétrisation sur |0, e[x]60, 8y + 27[ pour tout 6y € R.

v(0) = cos(0)vy + sin(0)vy

»v(0)
m}(é")“
AR U]
| 5 -

exp,,

exp,(rv(0)) = f(r,0)
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Lemme 3.3.2.6 (GAUSs). Les coordonnées géodésiques sont géodésiques, i.e. vérifient

My(r,0) = ((1) Jz(orﬂ)) pour J > 0.

Démonstration. C’est bien une paramétrisation locale car composée de la paramétrisation locale ¢(r,0) =
r(cos(0)vy + sin(f)vz) entre |0,e[x]6p, 0o + 27[ et B(0,e) = T),X et de la paramétrisation exp,,. Rappelons que

_ ((onF0rf) (Onf00 )
M;y(r,0) = (<5rf799f> <aef,aef>)

Notant v(0) = cos(f)vi + sin(f)ve € T,X alors 7 — rv(f) est une droite vectorielle de T, donc f(r,§) =
exp, (rv(f)) = cyp)(r) est la géodésique de vitesse v(0) en p. Puisque qu'une géodésique est paramétrée a vitesse
constante, on a

<af af> (), (1)) = (e (0), ¢,(0)) = o] = (3.22)

Pour prouver que <%, %> = 0, on montre d’abord qu’il est constant par rapport a r. En effet :

af of 2f of of 2f
> <r2’69> < ik

of 2f

= () 5)+ o 350

_ g ldjof of
_O+2d9 or’ or

puisque ¢, LT, (Ta)fz E) af et <‘;£, %> = 1 d’aprés (3.22). ‘;{, ?£> est donc constant par rapport a r. Fixons 6,

on a d’une part 3 U( ) tend vers v lorsque 7 — 0 et d’autre part,

Zg dde(e"pp( v(0)) = (dru(o) exp,) (rv'(9))

— (doexp,)(0) =0
quand r — 0, donc <3—J:, 66—];> =0. O
On en déduit (cf. remarque 3.1.3.4) que les définitions 3.1.3.2 et 3.3.1.1 des géodésiques sont équivalentes.

Théoréme 3.3.2.7 (GEODESIQUE I = GEODESIQUE II). Soit v € T, unitaire, alors pour tout 0 < r <1’/ <¢:
(i) ds(cu(r), co(r”)) = [r — 1’| = L(cy, ;) €t ¢y est Punique géodésique minimisante de ¥ joignant p a ¢y (r);
(11) epr(B(O,’/‘)) = BE(Z’; T) et epr(S(Oﬂ")) = SZ(pv T)a

(iii) Les rayons géodésiques r — ¢, (r) issus de p sont perpendiculaires aux sphéres Sx(p,r).

Un raffinement des arguments précédents montrerait qu’il existe un voisinage de p dans lequel toute paire de
points est joint par une unique géodésique minimisante. La question de ’existence d’une géodésique entre deux
points quelconques de ¥ est d’une autre nature, dépendant d’hypothéses topologiques sur ¥. Ainsi sur R? \{0},
il n’existe pas de géodésique joignant (1,0) et (—1,0). Pour la culture générale, mentionnons :

Théoréme 3.3.2.8 (HopPF-RINOW - 1931). Soit ¥ une surface connexe. Sont équivalents :

(i) I existe p € ¥ tel que exp, est définie sur 7,3

(ii) Pour tout p € ¥, exp,, est définie sur 7},%.

(iii) L’espace métrique (X, dys;) est complet.

(iv) Les fermés bornés de (3, dx) sont compacts.

Si 'une des conditions est vraie, entre toute paire de points il existe une géodésique minimisante.

3.4 Le « Theorema Egregium »

Il s’agit d’'un « théoréme excellent » d’aprés Gauss lui-méme.

Théoréme 3.4.0.1 (THEOREMA EGREGIUM). La courbure de Gauss k = k12 d’une surface dépend seulement
de sa distance intrinséque.

Ce qui veut dire que si ¢: (X,ds) — (X', dx) est une isométrie, alors x(¢(p)) = x(p) pour tout p € ¥. Une
formulation équivalente est de dire que  ne dépend que de la premiére forme fondamentale, ou de son expression
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My . En effet supposons l'isométrie ¢ lisse? (vue & travers des coordonnées). Si (U, f) est une paramétrisation de
¥ alors (U, f o ¢) est une paramétrisation de 3’ telle que My(x) = Myos(x) (exercice). Réciproquement, deux
surfaces admettant la méme expression de leur premiére forme fondamentale sont isométriques. En particulier le
théoréme dit que k de la premiére forme fondamentale mais pas de la seconde forme fondamentale. Cela explique
pourquoi le plan et le cylindre qui sont isométriques, mais n’ont pas la méme seconde forme fondamentale, ont
la méme courbure de Gauss k = 0. Une conséquence importante du théoréme est qu’il donne une obstruction a
I’existence d’une isométrie entre deux surfaces. Ainsi il n’existe pas d’isométrie locale entre la sphére et le plan
puisque leur courbures de Gauss sont différentes, 1 # 0. On prouve que s ne dépend que de My en utilisant les
coordonnées géodésiques :

Lemme 3.4.0.2 (COURBURE DE GAUSS EN COORDONNEES GEODESIQUES). Soit f(r,0): U ¢ R? — ¥ des
coordonnées géodésiques autour d’un point p € 3 telles que

1 0
My(r,0) = (0 J2(r79))

alors

J// . ” aZJ
—— ou = —=—.

J or?

Une formule générale existe pour des coordonnées quelconques, en fonction des dérivées a 'ordre < 2 des

coefficients de Mj.

R =

Démonstration. Commengons par écrire les dérivées partielles é’qflziﬁfw (ot (u1,uz) = (r,0)) dans la base (0, f, dg f, V).
Pour plus de lisibilité, on note 6%— f= affgw et on s’autorise le mélange de notations r = 1 et § = 2. Rappelant

les notations [II,] = (£ 8) et [W,] =(§§), on a

2 f=T1,0,f +T3,00f + Av

(3.23)

0% f =T120,f + T500f + Bv (3.24)
Opof = T30, f + 5,00 f + Cv (3.25)
—0rv =al-f + b0y f ( )
—0pv = cOr f + dg f. (3.27)

La base (0, f, 0p f,v) est orthogonale et r — f(r, ) est une géodésique. Cela permet de simplifier (3.23), (3.24).
Montrons que (3.23) se réduit a
2.f = Av. (3.28)

En dérivant 1 = (0, f, d, f) par rapport a r, on a {92.f,,f) = 0. En dérivant en 6 on a {(d3,.f,0,f) = 0. En
dérivant, alors 0 = (0, f,0gf), on a 0 = (02, f,0gf) + {0rf,0raf) = (0%.f,0of). On aurait aussi pu dire que
0%, f =", ot c(r) = f(r,0) est un géodésique. Montrons que (3.24) se réduit elle a

/
%o f = Jjag f+ Buv. (3.29)

La nullité de I'}, vient de (0%, f,d, f) = 0. Le coefficient de dy f vient de

0
2JJ = g@af, Oof) = 2% f, 00 f) = 2075(00 f, 0p f) = 20T, %

On utilise maintenant ’égalité
0 o 0 2 o _
%(@rf) - g(aref) =0

dont laquelle on injecte (3.28) et (3.29) :

JI/ J/2 J/
0= (pA)v + Adpv — [(J - ﬂ)ﬁgf + 7639]” + (6, B)v + Bé’ru].

Injectons & nouveau (3.29), mais aussi (3.26) et (3.27) :

J” J/2 Jl J/
0= (GpA)v — A(cd, f + oo f) — KJ - ﬂ)aef + 5 <Jagf n By) +(8,B)v — B(ad,f + bagf)].

4. Une isométrie entre variétés riemanniennes est nécessairement lisse.
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Regroupons :

" !
0=(1%+B@@f+(Ad<§+30%f+(@AiB&B)a

En particulier la nullité du deuxiéme coefficient donne, en utilisant [II,] = [I,][W}], c’est-a-dire

que

4
—J7 = Ad — Bb = ad — cb = det(W) = .

Corollaire 3.4.0.3. La sphére et le plan ne sont nulle part localement isométriques.
La réciproque du théoréme est fausse : avoir la méme courbure de Gauss n’implique pas d’étre isométrique.

Exercice 3.4.0.4. Montrer que les surfaces définies par fi(u,v) = (ucos(v),usin(v),In(v)) et fo(u,v) =
(ucos(v),usin(v),v) ont méme courbure de Gauss mais ne sont pas isométriques.

La relation entre courbure de Gauss et distance intrinséque est encore plus claire dans le résultat suivant :

Corollaire 3.4.0.5 (COURBURE DE GAUSS ET LONGUEUR DES PETITS CERCLES). Si p € X, alors la longueur
de S(p,¢), le cercle intrinséque de X de centre p et de rayon € > 0, vérifie 'estimée

L(S(p,e)) = 271'5(1 — H(p)% + 0(52)>.

On voit que la courbure de Gauss mesure le défaut infinitésimal d’euclidianité de la longueur des petits
cercles.

Démonstration. Soient (vi,vs) une base orthonormée de 7,3 et v(f) = cos(f)v1 + sin(f)vs. Posons w(f) =
—sin(0)vy + cos(@)va = v'(6). Soit f(r,0) = exp,(rv(f)) les coordonnées géodésiques associées. On voit que

Oof = dry exp,, (jgrv> = dyp exp,(rw) = rw + o(r)

puisque dg exp, = ldr,x. Il s’ensuit que J(r,0) = r + o(r) et J'(r,6) = 1 + o(1). On prolonge J en 0 par
J(0) =0 et J'(0) = 1. Puisque J” = —«J, on a J® = —x'J — kJ' et on prolonge en 0 en J®)(0) = —x(p). Le
développement limité donne alors

J(r) =r—K(p)

3
r 3
—+ :

En intégrant 6 de 0 a 2w,

27

2m 3
(S0.2) = [ 100t 0100 = [T IE0)00 = 20 (= - 0) G +o().
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4 Formes différentielles

4.1 Préliminaires algébriques

Soit EF un R-espace vectoriel de dimension n et soit k,¢ € N.g. Le but de cette section est définir ’espace
/% (E) des k-formes linéaires alternées - les applications E¥ — R linéaires en chaque variable et alternées
(penser au déterminant, c¢’est une n-forme linéaire alternée) - et un produit extérieur

~: d*(E) x o*(E) - /" (E)

sur ces espaces avec des propriétés naturelles.

4.1.1 Tenseurs

On commence par étudier les k-formes linéaire et munir leur ensemble #*(E) d’un produit extérieur
®: LH(F) x LYE) - L*YE)

Définition 4.1.1.1 (k-TENSEUR). Un k-tenseur ou tenseur d’ordre k ou k-forme linéaire sur E est une ap-
plication L: E¥ — R linéaire en chaque variable : pour tout (a,b) € R2 v, et w; € E, i € {1,...,k} on
a

L(vi,...,av; + bwg, ..., vk) = aL(vy,...,0;y...,0) + bL(v1, ..., w;, ..., V).
On note .Z*(E) ou £* I'espace (vectoriel) des k-tenseurs sur E.

Un 1-tenseur est une forme linéaire, un 2-tenseur une forme bilinéaire, le déterminant sur R" est un n-tenseur.
On convient qu’un O-tenseur est une constante. Ainsi .Z° = R et £ (E) = E*.

Définition 4.1.1.2 (PRODUIT TENSORIEL). Le produit tensoriel de L € L*(E) et T € LY (E) est le (k + £)-
tenseur L ® T € .Z**¢(E) défini par
LR®T(v,...,0540) = L(vi, ..., vp)T(Vkg1, .-, Ukge)-

Proposition 4.1.1.3. Soient L, T et U des tenseurs sur E et ¢ € R. On a alors

(i) (associativité) LQ (T QU) = (LRT)Q®U;

(ii) (homogénéité) (cL)@T = c¢(L®T) = L& (cT);

(iii) (distributivité) si L et T sont de méme ordre,
(L+T)@U=LRU+T®U,

URL+T)=UQRL+URT.
(iv) Soit (e1,...,e,) une base de E et (ef,..., e*

r n

ES * . .
{ei1®"'®€ik; 1<21,...,2k<n}

) sa base duale, alors pour 1 < k < n, la famille

est une base de £*(FE), qui est donc de dimension n* et tout L € £* s’écrit

L= Z L(eil,...,eik)e;-“l®~-~®e;"k. (4.1)

1<ip,...,ix<n

Démonstration. (i) a (iii) : Exercice.

(iv) Pour tous 1 < ji1,...,jk <nona
* * _ % . * .
€, ®"'®eik(ejl7""ejk) = eil(vjl)”'eik<vjk)
_ 1 Si(il,...,ik):(jl,...,jk)
0 sinon
Ceci implique que {e;“1 X ® e;"k; 1 <i1,...,i, < n} est libre. En effet, supposons que
Zléil,...ikén Niyoin€s, @ - ®@ef = 0ot N\ 5 € R, alors en évaluant sur (ej,,...,ej, ), il ne reste que

n

Aji,...jr = 0. Vérifions (4.1), qui prouve que la famille est génératrice : sur E* on a
n
L(vy,...,v) = L( Z ef (v1)eiy, ..., Z

e;‘kk (Uk)eik)
11=1 =1

= Z L(eiy, ... e )ef (v1)---ef (vg)

= ( Z L(ei17...,eik)e;"l®-~-®e;"k)(v17...,vk).
1<i
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Ainsi L € £?(R?) défini par L(x,y) = z1y1 + 22192 + 3T2ys s'écrit L = e¥ ® eF + 2e* ®@ ef + 3ef ®@ e
et T =ef@efRef +2ef Ref®ek € XS(R2) désigne le 3-tenseur vérifiant T'(z,y, 2) = z1y121 + 222Y123.
L’opération (L, T) — L® T est bilinéaire mais pas symétrique.

4.1.2 Tenseurs alternés
Définition 4.1.2.1 (TENSEURS ALTERNES). Un tenseur T € .Z*(E) est alterné si pour tous 1 < i # j < k et
ve Ek,

T(v1,. 300y, Uy, 0) = =T(01, .00, 05,00, Vg, oo, V).

L’ensemble des k-tenseurs alternés est un sous-espace vectoriel de .Z*(E), qu’on note &/*(E).

Par convention, @/° = R et &' = £! = E*. Un 2-tenseur alterné est une forme bilinéaire antisymétrique,
comme par exemple T' = ef ® ed — ef ® ef. Le déterminant est un n-tenseur alterné sur £ = R".

Rappels sur le groupe symétrique : On rappelle quelques notions qui nous seront utiles. On renvoie au
cours de Structures Algébriques 1 pour les compléments et preuves.
e Une permutation est une bijection {1,...,k} dans lui-méme.
e Le groupe symétrique ou groupe des permutations &y est I’ensemble des permutations de {1,...,k}, muni de
la loi de composition.
e Une permutation est une transposition si elle échange deux entiers ¢ # j et fixe les autres.
e Toute permutation est produit de transpositions (la décomposition n’est pas unique).
o Il existe un morphisme appelée signature ¢: & — ({—1,1}, X) qui vaut —1 sur les transpositions.
On a donc e(oo’) = e(0)e(0’) et e(0) = (=1)™ si ¢ = 71+ - T4, OU les 7; sont des transpositions. Notons aussi
que e(c71) = g(0)7t = e(0).

On revient aux tenseurs. On fait agir &, sur .Z*(E) comme suit.

Définition 4.1.2.2 (ACTION DES PERMUTATIONS SUR LES TENSEURS). Si o € &, et T € .Z*(E), on définit le
k-tenseur °T € £*(E) par
“T(v1,- - vk) = T(V()s - -+ Vo(i))-

Si on pense & un k-uplet v = (v, ...,vx) € E¥ de vecteurs comme & une application v: {1,...,k} — E, cela
revient & dire que °T'(v) = T'(vo o).

Remarque 4.1.2.3. (1) On a ®»T = 7(“T) puisque :
@I)T(w) =Twoooa)= “T(woos) = 7(“T)(v).
(2) Soient fi,..., fr € E*. En posant (i) = j;, on a i = ¢~ '(j;), donc pour tout v e E*
([1® @ fe) (i, -5 vk) = f1(ve)) - fr(Vo())
= fU*l(jl)(Ujl) T fa*l(jk)@)jk)
= fo-ry(v1) - fom1(h) (Vk)
(en réordonnant les j; par ordre croissant)
=(forr)®  ® for()) (v, - - -, Vk).

D’aprés (1) on peut oublier les parenthéses et écrire 7*T. L’opération T — T est linéaire et méme un
isomorphisme de .Z* et T alterné équivaut & 7T = —T pour toute transposition.

Proposition 4.1.2.4. Soit T un k-tenseur sur E. Sont équivalents :
(i) T est alterné.
(ii) °T = e(0)T pour tout o € &, i.e. sur EX on a

T(UU(1)7 s 7va(k)) = 6((7)T(U17 s ,Uk)-
(iii) Pour tout (vy,...,v;) € E¥ linéairement dépendants, on a T(vy,...,v;) = 0.

Démonstration. (i) = (i). Evident.

(i) = (ii). Soit o € &y, écrivons o = 7y - - - T, pour des transpositions 7;, alors ™" = T(T2(... (TmT) ... )) =
(=1)"T =¢e(0)T.

(i) = (iii). Traitons d’abord le cas ou il existe ¢ # j tel que v; = v; =: v € E. Soit 7 la transposition qui échange
i et j alors

TT(V1,y ey Uy ey Uy ey U) = T(V1, 000,000, V)
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et par ailleurs 71" = =T, d’ou T'(vy, ..., vx) = 0. Supposons maintenant (v1,...,vy) lie, il existe donc ¢ tel que
V; = D4 Ajvj, alors
T(’Ul,...,’Ui,...,Uk) = 2)\jT('Ul,...,Ui,1,0j71)i+1,...,’l)k) =0
J#i
puisque v; apparait 2 fois.
(iii) = (i). On a
0=T(v1,...,z+Y,..., 2 +Y,...,0)
=T(v1,...,@y. sy vk) + T,y Yy Ug) + T (V1,0 Yy e Ty UR)
+ T (V1o s Yyee ey Yyen ey V)
=T(1, @y Yooy V) T (V1,0 Yy ooy Ty V).
O

Remarque 4.1.2.5. &/*(E) = {0} lorsque k > n puisque {v1, ..., v} est nécessairement lice.

Définition 4.1.2.6 (ALTERNISATION D’UN TENSEUR). Soit 7' € .Z*(E), on définit un k-tenseur alterné Alt(T) €

/*(E) par

Alt(T _|Z

T oeGy,
L’application Alt: Z*(E) — &/*(E) est linéaire et I'identité sur &7*(E).

Vérifions que Alt(T) est alterné : pour toute transposition 7 on a

T(AI(T)) = k' Z )7 ( par linéarité de laction de 7
geSy
kl Z o) T = k-l Z o) T
oeS oeSy,
1
== N (0)°T = — AR(T)
k!
0'667@

ol on a posé « = 7o et utilisé (7o) = e(7)e(o) et le fait que o — 70 est une bijection de &y dans lui-méme.

Supposons maintenant T alterné, alors (o) °T = e(0)> T = T, donc >, &(0)’T =
geSy

Alt(T) = T (le 7 dans la définition sert & ¢a).

Remarque 4.1.2.7. On a

??“)—l

A(fL® @ fi) = 17 2 ,6(0) o) ® ® for)

d’ou 1
Alt(fL® - ® fir) (VL. k) = det(fi(v)))is-

Montrons-le. On a d’aprés la remarque 4.1.2.3 (2) :
Alt(f1®- - ® fr) = k'Z Nfo11) @ ® fo1(h) = %2 D1y ® -
=7 2 ) fo1) @ ® fok)
vu que o — o~ ! est une bijection de &, dans lui-méme, d’ott
A(fr @ @ fi) (o1, o) = 4 Z ) fory (V1) -+ Foiy(vr)

= Edet(ﬁ(“;‘))m

en rappelant que det(A) = Y] £(0)ay(1),1 """ Go(r),x POUr A = (a;;);,; de taille k x k.

geSy

> T =

geS

-® fo’*l(k)

KT, don
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Définition 4.1.2.8 (PRODUIT EXTERIEUR). Etant donné L € &/*(F) et T € &/*(E), on définit un (k+£)-tenseur
alterné L A T € o/*+*(E) par

L/\T:ﬁ Y, &lo) (L) (—(kk;f)!Alt(L®T)>~

RCECTY)

Théoréme 4.1.2.9. Soient L, T, U des tenseurs alternés sur E et c € R, alors : (i) (Associativité) LA (T AU) =
(LAT)AU;

(ii) (Homogénéité) (cL) AT =c¢(L AT) =L A (cT);

(iii) (Distributivité) Si L et T sont de méme ordre;

(L+T)AU=LAU+T AU
UAnL+T)=UAL+UAT.

iv) (Antisymétrie) Si L et T sont d’ordre k et £ alors L AT = (=1)*T A L;
(iv) (Antisy ;

(v) Si (e1,...,ey,) est une base de E et (ef,...,e*) sa base duale, alors la famille

fei noonel s 1<ip <--- <ip<njf

est une base de @/*(F), qui est donc de dimension ﬁlk), et tout L € &/*(FE) s’écrit

—_ . . * ... *
L= Z L(esy, ... e )ef, A nej .

I<ip<-<ip<n

(vi) Si fi1,..., fr sont des 1-tenseurs sur E alors

Anconfe= D1 €@ fo) @ @ form

geSy

donc

fineo A fi(vr, o vk) = 2 5(U)fa(1)(vl) : "fa(k)(”k) = det(fi(v)))ij

eSSy

et
oy Ao A foy =€(@) fr A A i
(vii) En particulier, dim(«/™(E)) = 1 et tout L € &/™(F) vérifie sur E" que

L(vy,...,v,) = L(ex, ..., en)det(ef (v5))i ;-

Le point (i) est la propriété la plus difficile & vérifier. On montre ce point dans le lemme suivant :

Lemme 4.1.2.10. (i) Si Alt(L) = 0 ou Alt(T) = 0, alors Alt(L®T) = 0.
(i) AR(LRTQU) = AARL®T)®U) = A(LQ AR(T ® U)).
(iii) Si L, T, U sont d’ordre k, ¢, m respectivement alors

(k + 0+ m)!

(LAT)AU = 1] “ARL®TQU) =L A (T AU).

Démonstration. (i) Supposons L, T d’ordre k, ¢ respectivement et Alt(L) = 0. Par définition

1
Alt(L & T)(Ula v 7Uk+l) = m Z €(U)L(UU(1), cee 7UU(k))T(vU(k}+1)7 e 7UU(I€+Z))'
O'GGkJrg
Fixons a € Gy et considérons &(a) := {0 € Syyy; 0 = asur {k+1,...,k + £}}. Les 0 € &(«) sont les
permutations de {1,...,k + £} qui s’écrivent

(1. k+0) — (alr(1),...,a(r(k), ok + 1),...,alk + £))

ou 7 € 6. La contribution de ces o € &(«) a la somme ci-dessus vaut donc

6(04)( Z E(T)L(’UQ(T(D), N ,’Ua(T(k)))>T(’Ua(k+1), AN 7va(k+2))-

TESK
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La quantité entre parenthéses vaut (k!) Alt(L)(va(1), - - - Vak)) = 0 par hypothése. Comme on peut partitionner
S+ en sous-ensembles de la forme G(a), on conclut que Alt(LRT) = 0. L’argument est semblable si Alt(T') = 0.
(ii) Comme Alt(AIR(L®T) — L®T) = 0, la propriété (i) donne

AR(JAR(L®T) - LRT]Q®U) =0=A(ARLQ®T)®U) - A(LRT ®U)

d'ot AR(L®T ®U) = Alt(Alt(L®T) ® U). On montre de méme que At(LQT ®U) = Alt(L Q Alt(T ® U)).
(iii) On a

(LAT)AU = W At(L A T)®U) = (lz]:f &Z!ﬂ (kkfgf)! Alt(A(L @ T) @ U)
_ b+ ltm) ;!Z;!’")I A(LRT R U)

en utilisant (ii). L’autre égalité s’obtient de méme, prouvant l’associativité. Ceci conclut la preuve du lemme. O
On peut maintenant montrer le théoréme.

Démonstration du théoréeme 4.1.2.9. La propriété (i) étant prouvée dans le lemme précédent, on peut désormais
oublier les parenthéses et écrire L A T A U. Les points (ii) et (iii) se démontre par linéarité de lapplication Alt.
(iv) Soit 7 la permutation qui envoie (1,....k + ¢) sur (k+1,....k+ £,1,...,k). On a e(r) = (=1)** et
"(L®T) =T® L. En effet, c’est "application

(vla v 7vk+f) — L(’l)k+1, v 7vk+f)T(vla v avk)'
On a alors
(k+O!ART®L) = > (o) "(TR®L)= Y, e(0) "(L®T)
0€Gpye 0€G e
=e(m) Y, elo)e(m) T(LRT)
0€S ke
= (=DM D e(@) *(L®T) = ()AL ®T)

puisque ¢ — o7 = « est une bijection sur Gy.
(vi) Découle de légalité

foneen fo= ()AL ® - ® fi) (4.4)

prouvée ci-aprés par récurrence et la remarque 4.1.2.7. L’égalité (4.4) est vraie pour k = 1. Supposons (4.4)
vraie pour k formes linéaires. On a par associativité

(fin-Afi)A fog1 = (kk:l!l)! Alt((fi A A fo) @ frrt)

= (k+ DK ARAI(f1 ® - ® fr) @ frt1)
=(k+D)AR([1® @ frt1)

en utilisant ’hypothése de récurrence a la ligne 2 et le lemme 4.1.2.10(ii) en ligne 3.
En utilisant la premiére partie de (vi), on a (poser g; = f,(;) pour s’en convaincre)

oy Ao A foe) = Z () fo(a(1)) @+ ® fo(a(k))

aeSy
=2(0) Y. e(0)e(A) fotaa) @+ ® fo(air)) (car e*(0) = 1)
aeSy
=¢e(o) Z €(ﬁ)fﬂ(1) ® - ® fam) (en posant 8 = o«)
BeG

=c(o)fin- A fr d’apres le début de (vi).s

(v) L’égalité (4.4) implique en particulier ef A --- A el = klAlt(ef ®---®ef ) donc que {ef A---Aef; 1<

i1,...,ix < n} engendre &% = Alt(£*) mais il y a beaucoup de tenseurs nuls ou égaux au signe prés dans
cette famille. La propriété (vi) montre que {ef A -~ Aef; 1 <ip <--- <1 < nj est encore génératrice de
/%, Montrons que la famille est libre. Soient deux k-uplets strictement croissants (i1, ...,i) et (ji,... , k) de
{1,...,n}, alors

1 si(21,..0508) = (J1y---5 0k
ez‘l /\"'/\ejk(er"ﬂejk):{ 0 Sin(ona ) ) ( ) ) )
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En effet, d’aprés (vi)

€iy Nt A e;kk (ejl’ RS ejk) = Z 5(0)6%(1) (ejl) T Cig(ky (ejk)'
ceBSy,

Si{i1,... ik} # {j1,.-.,Jk} la somme est nulle et si {i1,...,ix} = {j1,..., 7k}, alors (i1,...,%k) = (J1,---,Jk)
et ei, ., (€j,) " €i,q, (ej) =1si o =Idet 0 sinon, donc la somme vaut 1. On conclut comme dans la preuve de
la proposition 4.1.1.3(iv).

(vii) D’aprés (v), on a L = L(eq,...,en)ex A --- A el et on conclut avec (vi). O

Remarque 4.1.2.11. On a dim(&/"™(R")) =1 et d’aprés
D’aprés (vii), tout L € &/™(R") s’écrit donc L = L(e
essentiellement le seul n-tenseur alterné sur R".

(iv), on a det = e A --- A € dans la base canonique.
1,...,ep)det. La morale est que le déterminant est

4.2 Formes différentielles

Définition 4.2.0.1 (FORMES DIFFERENTIELLES). Une forme différentielle d’ordre k (ou k-forme différentielle)
lisse sur un ouvert U de E est une application lisse de U dans .«7*(FE). L’espace vectoriel des k-formes différen-
tielles est noté QF(U).

On note que Q°(U) = {a: U — R lisse}, c’est juste 'ensemble des fonctions réelles lisses. La différentielle
d’une fonction f: U — R lisse est df : U — L1(E) = &1 (E),z — d, f, on a donc df € Q(U). Un exemple de
2-forme différentielle est o, ,) = z2ef A e

Tout o € QF(U) sécrit, en x € U,

—_ . . * ... *
Oy = Z Qi oy, (T)ES Ao Ae]
1<t < <ip<n

ol T — ..., (x) est lisse (c’est ag(es;, ..., e )). Observons que la fonction = = (z1,...,2,) — x;, que l'on
; bus de 1 ° vérifie dz; = ef puisqu’en fait z; = e} est linéaire. O donc écri
notera x; par abus de langage °, vérifie dz; = e puisqu’en fait x; = e est linéaire. On peut donc écrire

gy = Z iy oy, (T)dxiy Ao A dy,.

I<ii<--<ip<n

En particulier, pour la différentielle de f: U — R on retrouve la formule bien connue

df = ] afdxi.

- T
1<igsn g

La définition du produit extérieur s’étend aux formes différentielles : si a € QF(U) et 3 € QY(U), on définit
a A B e QFU) par (a A B)y = au A Be. On vérifie que les (a A B);, sont lisses comme combinaisons
linéaires de produits des «j,...;, et des B, ...m,-

BRI

4.3 Différentielle extérieure

Le but de cette section est de définir un opérateur différentiel d: QF(U) — QF*1(U) qui étend la différentielle
usuelle d: Q°(U) — QY(U). La différentielle usuelle d’'une k-forme différentielle n’est pas une (k + 1)-forme
différentielle a priori. Pour éviter la confusion avec 'opérateur d qu’on veut construire, notons désormais D la
différentielle usuelle. Si v est une k-forme différentielle, c’est une application lisse a: U — @/*(E) < £*(FE) et sa
différentielle est Da: U — Z(E, £*(E)) qu’on peut identifier ¢ a #**1(E). On peut donc voir Da(z) := D,
comme un (k + 1)-tenseur, qui & (v, vy, ...,v;) associe

d
Dya(v)(vy,...,v5) = go%ﬂw(vl, cey UE)
11 est alterné en les k derniéres variables (v, ..., v;) mais pas en (v,vq,...,v;) a priori. On obtient un tenseur

alterné en composant D avec Alt. Précisément, on peut définir une différentielle dite extérieure, d: QF(U) —
QF+L(U) en posant d = (k + 1) AltoD. Elle coincide avec la différentielle usuelle si k¥ = 0. On note Q(U) la
somme directe des Q*(U), QU) = @,_, Q*(U).

5. C’est le méme abus de langage que de parler de la fonction 2 + z, au lieu de f: z — 22 + .
6. On associe 4 £: E — £*(E) linéaire le k + 1-tenseur L défini par L(v,v1,...,vx = £(v)(v1, ..., V%)
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Théoréme 4.3.0.1 (DIFFERENTIELLE EXTERIEURE). Il existe une application linéaire d: Q(U) — Q(U) et une
seule avec les propriétés suivantes :

(i) d(QH (1)) < O (1)

(ii) La restriction de d & Q°(U) est la différentielle des fonctions;

(iii) Si e QF(U) et B e QYU), alors d(a A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;

(iv) dod = 0.
Démonstration. On montre d’abord l'unicité. Si dod = 0, on a d(dz;) = 0. En utilisant (iii) et une récurrence
on déduit que d(dx;, A --- A dz;, ) = 0 pour tout iy,...,ir dans {1,...,n}. Si f: U — R est lisse, on a donc

d’apres (iii) On a

d(fdxi, - Adxg,) =df Adziy A Adag,.
Si a € QF(U) s’écrit

o= Z Qi Ay, A oo A dyy
I<ii<--<ip<n

on a donc par linéarité de d,

da = Z dovy..ip, Adxiy A Ada, (4.5)

1<iy < <ip<n

ol day, .., est la différentielle usuelle d’aprés (ii). La formule (4.5) définit en fait complétement do et suffit
a définir la différentielle. Vérifions que cette formule coincide avec la définition d = (k + 1) AltoD, avant de
prouver qu’elle satisfait les contraintes demandées. Puisque dz; = e est constant, on a

D(fdx;, A+ ~ndxy) =Df ® (dziy A - Aday,) =df ® (dag, A -+ A da,).

En composant avec (k + 1) Alt (et notant que k+ 1 = U‘;Ll!)!

définition 4.1.2.8)

) on trouve par définition du produit extérieur (cf.

(k+1)AltoD(fdx;, A -+ Adxy) =df Adxgy A Aday,,
et 1’égalité pour da en découle par linéarité. Pour montrer (iii), il suffit de considérer le cas ou
a= fdxy A Adxg, et B=gdx; A Adzy,.

On a
dlanB)=d(fg) ndxiyy A+ Adxs, Adzy, A - A dag,

=(fdg+gdf) ndxy A Adag, Adxj A Adag,
do A =gdf ndzy, A--- Adzy, Adxj, A Adag,
andf=fdxy A Adxg, Adg Adzj Ao Adag,

= (=D)Ffdg ndey Ao Ady Adag, A A day,.

B & 0 [ of _ o f B o f o f B
d(df) = ,;; &rj<0xi>dm] A dxz; —izjzrrjazi dzj A dx; = Z ((?xj(?xi — Fwe0; dej Adx; =0

i<j

LN
Pour d o d = 0, on commence par les fonctions. Puisque df = > %dwh on a d’aprés (4.5) :
i=1 "

d’aprés le lemme de Schwarz. En particulier, d(dz;) = 0 et d(day,..;,) = 0, donc pour « une k-forme
d(da) = 2 d(doy..i,) A dxiy A - Adxg, =0
I<ii<-<ig<n
en utilisant (iii). On aurait pu aussi raisonner directement a partir de dod = (k+2)(k + 1) AltoD?, en montrant

que D?a est un (k + 2)-tenseur symétrique en les 2 premiéres variables, puis que Alt(T) = 0 pour tout tenseur
T admettant une symétrie par rapport a 2 variables. O

Par exemple si U est un ouvert de R® et a = Adx + Bdy + Cdz, alors

do = —%4—6—3 dx A dy + _%+6£ dx A dz + _6£+8£ dy A dz.
oy Ox z x 0z oy

Si B =Pdy Andz+ Qdz A de + Rdx A dy, alors

oP 0Q OR
dB = — + — + — |dx A dy A dz.
o] (6m+6y+6’z>xA y A dz
Définition 4.3.0.2 (FORME FERMEE, FORME EXACTE). Si da = 0, on dit que « est fermée. Si a = df3, on dit

que « est exacte. On convient qu'une O-forme est exacte si elle est constante.

Il s’ensuit que d o d = 0 s’exprime par : une forme exacte est fermée. La réciproque est fausse en général :

de—ad . 2 - :
on verra que o = Y775 est fermée sur R7\{0} mais n’est pas exacte (exercice).
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4.4 Le lemme de Poincaré

Définition 4.4.0.1. On dit qu'un ouvert U < R" est étoilé s’il existe a € U tel que pour tout x € U le segment
[a,z] :={a+t(b—a) e R"; t€[0,1]} est contenu dans U.

Théoréme 4.4.0.2 (LEMME DE POINCARE). Si U < R" est étoilé, toute forme fermée sur U est exacte.
Démonstration. Si « est une 0-forme fermée, c’est une fonction dont la différentielle est nulle. Sur U connexe,

n
elle est donc constante, donc exacte. Considérons le cas d'une 1-forme a = > a;dx;. On cherche une fonction

i=1
% = q; pour tout i € {1,...,n}. On a

da = Zdai Adx; = Z ( Z?d@) Adx;

%

f telle que

2 O dxj Adx; + 2 aaz dx; A dx;

]<l ]>Z

ooy
= 2 zdacj A dx; + 2 % dz; A dxj (en inversant i et j)
]<z j<i 0

L’hypothése que « est fermé se traduit par la nullité des coefficients (gw’ — %) donc par g;”j = g% Pour

simplifier, supposons U étoilé par rapport & l'origine. Si a = df, on doit avoir

n ol
() dt = Z J a;(tx)x; dt.
i=1+0

On voit qu’a une constante prés, on n’a pas le choix pour f, donc on pose

n
:Z Jaztx dt.

Vérifions que df = a. En dérivant sous le signe somme

il f )0},

dt) dzx;

1

@) - 10 = [ - [

0

dio f(z) dt = f

0

A

&aj

oo )
(}IL']‘ (3:01

Ll o (ta) dt) da; + Z (J
fl o (ta) dt) dx; + Z (J

e (ta)a; dt> dz; (
1
f a;(tx) + Zt (tz)x; dt) dz; (en permutant encore i et j a droite)

I
D=
8
=
&8
!
9

Pour une (k+1)-forme, on peut procéder semblablement par intégration. Si o € Q¥*1(U), on définit I(a) € Q¥ (U)
par

1
I(@).(vy,...,08) = J tkam(x,vl,...,vk)dt.
0

On peut montrer que d(I(«)) + I(da) = «, ce qui donne le résultat voulu lorsque da = 0 (d(I(a)) = ). O
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4.5 Effet d’applications lisses

Définition 4.5.0.1 (IMAGE RECIPROQUE D’UNE FORME DIFFERENTIELLE). Soit U et V' des ouverts d’espaces
vectoriels et f: U — V lisse. L'image réciproque ou tiré en arriere de o € QF(V) par f est la f-forme différentielle
ffa e QF(U) définie par
(f*a)z(ulv oo auk) = af(w)(dxf(ul)v cee adzf(uk))
On a utilisé le méme procédé dans le chapitre 3 pour définir le tiré en arriere f*I;(,). La seule différence est

que les tenseurs étaient symétriques plutét qu’alternés. Voyons comment calculer f*a dans une base. Supposons
UcR" VcR"et f=(f1,...,fm): U— V.Notons (y1,...,ym) les coordonnées dans R™.

Lemme 4.5.0.2 (f*a EN COORDONNEES). Si« = > iy i dyiy A -+ A dy;,, € QF(V), alors pour tout
I<ii<---<ip<m
zelU
(Fa)e= 3 i (F@)dufiy Aooe A dafiy

1<iy < <ixg<m
Démonstration. Observons que dy;(d, f(u)) = dy fi(u). En utilisant la propriété (vi) du théoréme 4.1.2.9,
dyi1 AT dyzk (dxf(u1)7 s 7d33f(uk)) = Z E(U)dyiau) (dﬂ?f(ul)) e dyig(k) (dJCf(uk))

0’€6k

= Z €<U)dwfig(1) (ul) T dwfig(k) (uk)

ceS
=dgfi, Ao ANdefi (s ug)
donc
(ffa)z(un,. .., up) = ape)(def(ur),. .., dof(ug))
= > Qi (F(2)) dyiy A A dyiy (o f(ua), ... do fug))

I<ii<---<ip<m

= Z iy, (f(@))dg fiy Ao A dyfir (U1, -0 ug).

I<ii<---<ip<m

C’est en fait trés simple & utiliser, par exemple pour U = V = R? et f(x1,x2) = (21 cos(22), z1 sin(x2))

f*(dyl A dyg) = dfl N dfg

= d(x cos(xz2)) A d(x; sin(xz))

= (cos(x2)dxy — x1 sin(za)dxs) A (sin(ze)dx; + 1 cos(za)dzs)

= SCldﬂCl AN dl’g.
Exercice 4.5.0.3. Sin=m =k, on a

FH*(dyr A - Adyp) =det(Df)(dxy A -+ A dxy).
Proposition 4.5.0.4 (PROPRIETES DE L'IMAGE RECIPROQUE). Soit f: U — V lisse.
(i) Pour a, B € Q¥(V), on a

fHla+B) = ffat f*5.
(i) St a € Q¥(V) et Be Q(V), on a
[Han B) = (ffa) n (f*B).

(iii) Si g: V — W est lisse et o€ QF(W), on a

(go f*a= f*(g*a).

Démonstration. (i) Evident.
(ii) Considérer o = a dx;; A -+ Adx;, et B=Dbdxj A--- Adxj,.
(iii) On a
(g0 f))alur, . uk) = ag(s()) (da(g 0 f)(ur), ..., dz(g 0 f)(ur))
= ag(f(2) (d(@)9(de f(ur)), - d (@) 9 (do f (wr)))
= (9% ) p(a) (da f (1), - -, do f (ur))
= (f* (9" ))a(u, ... up).
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Proposition 4.5.0.5 (LA DIFFERENTIELLE EXTERIEURE ET L'IMAGE RECIPROQUE COMMUTENT). La différen-
tielle extérieure et 'image réciproque commutent, c’est-a-dire que si U et V sont des ouverts d’espace vectoriels
et f: U — V est lisse, alors pour tout o € Q(V), on a

fH(da) = d(f*a).
Démonstration. Si o € Q°(V), la réciproque est simplement f*a = a o f et la formule
d(f*a) = d(ao f) = da(f) o df = f*do

la dérivée d’une fonction composée. Par linéarité, il suffit de considérer ensuite a = a dy;; A --- A dy;,. On a vu
que f*a =ao f dfi, n--- A df;, donc

d(f*a) = d(ao f) ndfiy n--- A dfs,
= f*(da) A (dyi, Ao A dy;,)

en utilisant (ii) de la proposition 4.5.0.4 & la troisiéme ligne. O
Il s’ensuit que l'image réciproque d’une forme fermée (resp. exacte) est fermée (resp. exacte).

Corollaire 4.5.0.6. Soit V un ouvert de R™ difféomorphe & R™ et a € Q¥(V). Si v est fermée sur V, alors elle
est exacte.

Démonstration. Soit f: R™ — V un difféomorphisme. f*« est alors fermée sur R", donc exacte par le lemme
de Poincaré. Soit B € Q*~1(R") tel que dB = f*«. En utilisant alors 4.5.0.5 et 4.5.0.4(iii),

d(f~B) = 7 dB) = T (f*a) = a.
O

Un ouvert sur lequel existe une forme différentielle fermée non exacte n’est donc pas difféomorphe a R"™.

Crest le cas de R?\{0} avec yiﬁ;;gy (voir section suivante), d’ou

Corollaire 4.5.0.7. R?\{0} n’est pas diffcomorphe a R?.

4.6 1-formes et intégrales

Définition 4.6.0.1 (INTEGRALE D’UNE 1-FORME). Soient U un ouvert de R", a € QY(U), v: [a,b] — U continue
eta=1t; <--- <t =btels que la restriction de 7 & chaque |t;,t;,1[ soit C. On définit l’intégrale de  le long

de v comme
k=1 ntiq k=1 ntiqq
[a=X [ Tra= 3 [ awtrana
Y i=1 Yt

i=1vti
o v; est la restriction de v & |¢;, t;11[.

Le résultat ne change pas si on effectue un changement de paramétrage croissant C! de v :

tig1 ¢ (tis1)
j o (7 (1) dt = f ooy (7 (B()6 (1) dt
t =1 (tq)

K

par la formule du changement de variable. Le résultat est multiplié par —1 si ¢ est décroissante. Par exemple,
si on note y~! le chemin t ~— (b + a — t), défini sur [a, b], on a Srl a=— Sv a.
Si « est exacte, c’est-a-dire aw = df pour f: U — R lisse, on a simplement

a

b b b
f o= f af = j dwmf(’/(t))dt:f(fw)’(ﬂdt:f(v(b))—f(v(a))-

Le résultat ne dépend que des extrémités de v, en particulier si y(a) = v(b) (v est un lacet), alors

Lﬂ:&
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Si « est exacte sur U, sont intégrale sur tout lacet de U est donc nulle. Testons o = ydﬁ +§dy sur U = R?\{0}
avec le lacet «v: [0,27] — R, v(t) = (cos(t),sin(¢)). On a

oy () = Sy = ST (1) cos(t)) = (cos()) (cos(t)) — (sin(®))(—sin)) = 1

cos2(t) + sin?(¢)

27 2T
Ja—f dt—J 1dt =27 #0
0

« n’est donc pas exacte, ce qui prouve le corollaire 4.5.0.7. En fait le test ci-dessus est une équivalence :

donc

Proposition 4.6.0.2. Soit U un ouvert de R" connexe par arc et o € Q1 (U). « est alors exacte si et seulement
si S'y a = 0 pour tout lacet v < U lisse par morceaux.

Démonstration. Fixons xo € U. Pour tout z € U, il existe un chemin C' par morceaux v dans U qui joint x¢ &

x. On pose
f r) = .
(=) L

Le fait que l'intégrale de a sur tout lacet soit nulle implique que f(x) ne dépend pas de «y (exercice). Vérifions
que df = a. Il suffit de montrer que a—f = a(e;) pour chaque i € {1,...,n}. Fixons i et notons ¢; le chemin
s+ 1+ se; pour s € [0,¢] (défini pour ¢ > 0 assez petit, U est ouvert). Notons v u ¢; le chemin C* par morceaux
obtenu en mettant bout & bout « puis ¢;. On a alors

of . flette)—fl@) 1
o, @) = i / =}%t(Lucﬂ—La>

t

1
= lim - = lim - (e) d
P ), @ iy ), cwee(ed) ds

= az(e;).

O

Définition 4.6.0.3 (LACETS HOMOTOPES). Deux lacets C! par morceaux 7,71 : [a,b] — U sont (librement)
homotopes dans U s'il existe H: [a,b] x [0,1] — U continue telle que pour tout (¢,s) € [a,b] x [0,1] :

H(t,O) = 70(15)7 H(tvl) = 71(t)7 H(a,s) = H(ba 5)
et que les lacets ~y, définis par v,(t) := H(t,s) sont aussi C* par morceaux.

Proposition 4.6.0.4 (INVARIANCE DE { « PAR HOMOTOPIE). Soit U un ouvert de R" et  une 1-forme fermée
sur U. Si v et 11 sont deux lacets homotopes dans U, alors

Yo 71

Démonstration. Soit s € [0,1]. Par compacité, on peut recouvrir 74([a,b]) par un nombre fini de boules

By,..., By contenues dans U. Sur chaque B, il existe f;: B; — R lisse tel que a = df;, d’aprés le lemme
de Poincaré. Sur B; n B;y1, on a d(f;+1 — fi;) = 0, donc il existe une constante ¢; € R telle que fi11 — fi = ¢;
sur B; n B;y1 (pour ¢ = 1,... k, avec la convention Bi1 = By, frx+1 = f1). Choisissons des points x1, ..., xg

le long de v5 tels que ;41 € B; N B;+1 (avec la convention xgy1 = x1), et notons (z;,x;4+1) le sous-arc de ~;
entre x; et x;11. Puisque « restreinte a B; est exacte, l'intégrale de a sur (x;,z;+1) ne dépend que des valeurs
de f; aux extrémités, i.e. S(xv v @ = filxiy1) — fi(x;). On a donc

S
Q
Il
D=

k
J Z fi(xigr) = fixi))
(a:“a:1+1) =1

s i=1
k k k k—1
= Z (@is+1) 2 2 (is+1) 2 fiv1(@it1)
i=1 i=1 i=1 i=0
k—1

(fi = fixr)(@ig1) + fr(z1) — fr(z1)

k
Y
i=1

-
Il
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qui ne dépend plus des z;. Pour s’ suffisamment proche de s, on peut recouvrir vy ([a,b]) par les mémes B;
et utiliser les mémes f; et ¢;. Le calcul de Sv .« en utilisant les x} les appropriés donne donc la méme valeur

k
— > ¢;. L’application s — Sw a est donc localement constante et donc constante car [0, 1] est connexe. O
i=1 °

Corollaire 4.6.0.5. Si U est simplement connexe (tout lacet de U est homotope & un lacet constant), alors toute
1-forme fermée sur U est exacte.

Corollaire 4.6.0.6. R? \{0} n’est pas simplement connexe. Si p # ¢, le cercle parcouru p fois n’est pas homotope
dans U au cercle parcouru ¢ fois.

da— .
% sur le cercle parcouru p fois donne 27p. On peut montrer par contre que

pour n = 3, R"\{0} est simplement connexe (et pas diffcomorphe & R™).

En effet, 'intégrale de a =

Définition 4.6.0.7 (HOMOTOPIE DE CHEMINS A EXTREMITES FIXES). Deux chemins C! par morceaux o, v1 : [a, b] —
U, tels que vyo(a) = v1(a) et v9(b) = 71(b), sont homotopes dans U §'il existe H: [a,b] x [0,1] — U continue
telle que pour tout (¢, s) € [a,b] x [0,1] :

H(tv 0) = ’Yo(t), H(tv 1) =M (t)a H(av 5) = 70(0’)7 H(b7 5) = 70(6)
et que les chemins ~, définis par v, (¢) := H(t, s) sont aussi C! par morceaux.

Corollaire 4.6.0.8. Soit U un ouvert de R" et a une l-forme fermée sur U. Si g et ~; sont deux chemins
homotopes (& extrémités fixées) dans U, alors

f o J a.

Yo 71

En effet, le lacet yo U 77 ! est homotope & un lacet constant.



	Courbes, théorie locale
	Courbes dans 
	Arcs paramétrés, arcs géométriques
	Points réguliers, tangente, plan osculateur
	Longueur
	Courbure
	Cercle osculateur
	Invariance par isométries de la longueur et de la courbure

	Courbes dans 
	Courbure algébrique
	La courbure algébrique détermine la courbe
	Formules

	Courbes dans 
	Trièdre de Frenet, torsion
	Courbure et torsion déterminent la courbe
	Formules


	Sous-variétés de 
	Introduction
	Immersions, submersions
	Caractérisations d'une sous-variété
	Exemples
	Espace tangent
	Extrémas liés

	Étude métrique locale des surfaces de 
	Première forme fondamentale
	Rappels sur les produits scalaires
	Première forme fondamentale, expression locale
	Longueur, distance intrinsèque, angles
	Aires

	Courbures
	Application de Gauss
	Endomorphisme de Weingarten, seconde forme fondamentale
	Expression en coordonnées locales

	Géodésiques
	Existence et unicité locale
	L'application exponentielle 

	Le « Theorema Egregium »

	Formes différentielles
	Préliminaires algébriques
	Tenseurs
	Tenseurs alternés

	Formes différentielles
	Différentielle extérieure
	Le lemme de Poincaré
	Effet d'applications lisses
	


